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第 且 = 
排列 组 合 的 简单 计 


本 章 内 容 具 有 下 论 的 性 质 ， 在 这 里 我 们 净 从 复习 最 简单 
的 排列 、 组 合 概念 开始 , 逐步 加 以 引伸 ， 介绍 了 多 许 重复 的 拓 
列 、 组 合 及 圆 排列 等 计数 方法 。 通过 Fibonacci 数 的 例子 引 
进 了 递 扒 关系 和 发 生 请 数 的 解法 ， 最 后 还 介绍 几 个 简单 的 组 
合 恒等式 ， 对 十 具有 有 一定 基 础 的 谈 省 , 本 章 可 以 路 去 不 读 . 


$1 基本 定义 和 公式 


排列 .组 合 问题 是 最 简单 的 配置 .分 类 和 计数 问题 . 

定义 ”从 一 集合 心中 有 序 地 选取 一 组 元 素 称 为 排列 . 从 
一 集合 号 中 选取 一 组 元 素 而 不 计 其 次 序 称 为 组 合 . 

馈 如 一 个 集合 请 有 于 个 元 素 , 它们 中 可 以 有 相间 的 , 也 可 
以 各 不 相同 《一 般 在 不 作 特 殊 声明 时 指 ?” 个 不 同 元 素 )， 所 谓 
从 个 元 素 中 让 7 个 元 素 欧 排列 是 指 从 这 各 个 元 素 中 依次 取 
出 + 个 元 素 : 而 在 个 元 素 中 取 r 个 元 素 的 排列 数 是 指 从 % 
个 元 素 中 依次 取出 7 个 元 素 的 一 切 可 能 方法 的 数目 . 

在 以 下 论述 中 , 经 常 要 用 到 加 法 律 和 和 习 法 律 两 个 规则 ， 

加 法 律 FEP 和 有 m 种 选取 法 , Ey B 又 有 另外 mn 
种 选取 法 , 则 事物 4 与 8 任 取 其 一 的 选 法 总 数 有 加 + 种， 

RRR Xp ACH m 种 选取 法 , 而 后 事物 B 又 有 on 
种 选取 法 , ML A Jn B WR Ju mn fr Y61835. 


1110811 


吉 法 律 中 营 眼 的 是 事物 4 MEH B RUE HO TELE 
WERTE A 和 事物 B 在 选取 过 程 中 可 能 存在 的 依赖 关 
系 . 

Xi 从 半 个 不同 的 元 素 中 取 r 个 不 同 元 素 的 排列 数 
P(n, 为. 

Pin, D = n(n-— 1) (n—2)-(n—-r4 1), (2.1) 

证 1 设想 有 7 个 空格 , 现在 我 们 来 注 虚 多 少 种 方法 
能 把 邑 个 不 闻 的 元 素 放 到 这 了 个 空格 中 去 (要 格 只 训 一 个 且 
必 旅 一 个 ). 

首先 ， 国 为 ”个 不 同 元 标的 任何 一 个 均 可 放 入 第 一 个 空 
格 , 所 以 第 一 个 空 略 显然 有 2 种 放 法 ， 在 放 第 二 个 空格 时 , Bl 
为 已 经 用 掉 了 一 个 元 素 ， 只 剩 于 2 一 了 个 元 素 可 供 选取 ,所 以 
有 ?一 1 种 放 法 . 依 开 类 推 ， 到 放 第 + 个 空格 时 就 只 剩 下 
(n—r-- DA AERISORSG Sb (in v I)MOGE. du 
乘法 律 ,总 的 方法 数 为 

Pn, 7) 2-n(n—1)(n—2)-(n—r4-1), 
也 即 育 即 算 起 的 ”个 因 于 的 乘积 ， 其 中 每 个 困 子 比 前 一 国 子 
小 4, 记 成 (my, TE: BUE r BE. 

证 2 我 们 也 可 以 用 不 重复 地 数 尽 这 些 排列 方法 来 诈 明 
这 个 公式 ， AEUR a: 开始 的 那些 排列 数 找 出 来 ， 由 于 
起 始 元 素 已 选 定 为 em， 所 以 这 就 等 于 把 el 除外 从 如 一 个 元 
素 中 过 了 - 工 个 的 排列 数 . 具有 确定 起 始 元 素 的 排列 数 为 
了 一 I ?一 1)， 我 们 把 排列 按 起 始 元 素来 分 类 , n 个 元 素 
中 的 任何 一 个 都 可 以 选 作 起 始 元 素 ， 从 痢 有 PO nu. 
nP(n—1, 7 一 1)， 同 理 得 到 Pn 一 ir 一 一 in 一 Pin 一 2 
7 一 2)， 如 此 下 去 , 最 终 得 到 

Pinset, 2) (n—r--2) Pón—r t1, 1) 


一 2 — 


—(x—r--2)(n—r4- 1, 
SCR 
Pin, r) 2n(n—1) (n—2)-«(n—r--2) = (9), 

第 二 个 证 明显 然 要 比 第 一 个 证 明 麻 烦 些 ， 但 对 复杂 的 排 . 
IEEE, 找 第 一 种 证 明 往 往 并 非 容 易 。 但 是 只 法 能 找到 
问题 中 可 按 一 定 规则 的 分 类 方法 (本 例 中 是 按 起 始 元 素来 分 
28), 再 能 找 出 这 些 分 类 之 间 的 递 推 关系 ,加 上 已 知 的 边界 条 
Happ Pirr +L, 1 一 名 一 二 1) 我 们 就 可 以 我 
出 一 名 计算 排列 (组 合 ) 数 的 方法 .这 种 方法 在 实用 中 具有 一 
定 的 普 浪 性 ,下 闸 还 可 看 到 它 的 应 用 . 

RRI 从 2 个 不 同 元 素 中 取出 n 个 元 素来 排 成 一 个 图 
环 状 称 为 “ 圆 排列 ”( 按 某 种 顺序 一 一 例如 道 时 针 一 一 看 去 完 
全 祖 同 者 ， 认 为 是 同一 个 圆 排列 )， 由 于 对 每 一 个 固定 的 m 
个 取 了 个 的 贺 排 列 均 恰 有 z 各 不同 的 方式 展 成 7 个 不 同 的 
“直线 排列 ”不同 的 圆 排列 展 成 的 直线 排列 彼此 也 必 不 同 .全 
部 圆 排列 展 册 的 愉 好 就 是 全 部 直线 排列 ， 因 此 直线 排列 数 是 
图 排列 数 的 了 倍 ， BEERS, 车 以 (n, 全 表示 所 说 的 区 排 
列 数 , 则 


K G, D= Pin, rv = Gü, m. (1.2) 
特别 , n 个 元 素 取 到 个 的 圆 排 列 , RB SEE n TOO Br tE 
成 的 加 排列 的 总 数 为 


K (n, n) 2nt/n2 (n—1)!, 
如 果 在 作 圆 排列 时 , 对 于 硕果 针 逆 时 针 的 排列 不 加 区 别 ， 
即 按 顺 时 针 或 六 时 针 看 去 完全 一 致 时 认为 是 同一 个 ， 则 图 排 
列 数 显然 减 半 (r2). MERI XR ç 个 的 圆 排列 总 数 基 为 
(n),/2r. 
公式 8 个 不 局 元 素 每 次 取 r 个 作 排 列 ,但 站 选取 过 程 


中 任何 元 素 均 允许 重复 出 现 , 这 种 排列 称 为 “n 个 元 素 人 允许 重 
复 取 ?个 的 排列 .这 种 排列 的 个 数 比 上 面 的 更 好 求 ,因为 + 
个 元 素 中 的 第 一 个 有 % 种 取 法 ， 而 对 于 第 一 个 元 素 的 性 何 一 
ARERR, BARRADA n ATETA ERE 
律 , 前 二 元 共有 n* 种 取 法 . WERE, 知 所 求 排 列 总 数 为 
n. 

AA XindouSCpUS -HAA ER PC 51, 例如 有 a 
个 B w, ry 4 m Cet Bob y), Rp a 4 
元 素 作成 的 全 排列 的 总 数 为 ml/alBI-…71， | 

证 明 人 尾随 一 个 这 各 排列， 设想 将 其 中 的 ww 个 2 分 别 赋 
DES 1, 2,0, z, 则 这 种 填 窟 足 标 的 办 法 便 有 a) 种 , 又 
HEE Sy SREDEERESH Bi 种 办 法 ， 如 此 等 等 ， 站 到 
对 7 个 2 也 有 YY! 个 填写 足 标的 办 法 .这 样 由 每 个 满足 楼 求 的 
排列 便 可 演化 出 a181-…y! 个 赋 足 标的 排列 , 因此 所 求 排列 
的 arBteeyt 售 便 是 全 部 赋 足 标的 排列 ， 而 后 者 怡 就 是 %% 个 
不 同 元 素 的 全 排列 的 总 数 , BU mt, 由 此 即 知 欲 证 为 真 . 

公式 在 从 于 个 元 素 中 到 了 个 元 素 前 组 合 数 为 


Cn, v) (7) ntn Dore ren 


= (m) Tt, (1.8) 

证 明 HAA n SORT EU r 个 元 素 的 每 一 个 组 合 去 作 

排列 都 可 以 得 到 zt 个 本 同 的 排列 , T yx HERE YU XE JÁ m 253€ 

中 最 了 个 无 素 的 排列 中 都 必 出 现 一 次 卫 侈 引 现 一 次 ， 因 而 有 

C(n, r)-ri! —P(n, z). EB C(n, r) P(n, rrt, EF 
FEI (n= r)! 得 


n nl 
| ( 人- r!(n—T)V* q. 


sanel, )-o Cr<0 或 z> 崔 ， 易 网 这 种 约定 符合 
(1.895 B ias, 

推论 1 M uu (1.5) 

9n—T 

此 式 从 代 - 分 很 易 得 到 ， 但 从 组 合 数 学 的 角度 , RIAA 
能 对 它 给 出 一 称 组 合 解释 .组合 解释 本 身 也 是 一 种 证 明 。 从 
个 元 素 中 取 ”个 元 素 的 组 合 无 非 是 把 % 个 元 素 拆 威 丙 部 
分 ， 一 部 分 是 取出 的 了 个 元 素 , 另 一 部 分 虽 是 剩 下 的 n 一 ” 
PER. M BdUETGE r IUS, MFR n— r 个 元 也 就 随 
之 而 被 确定 了 ， 这 样 , 取 7 TOUS ELE BUR n r 个 元 素 的 
组 台 形 成 了 一 一 对 应 ， 所 以 先 选 * 元 和 先 选 ar 元 可 看 成 
是 一 回 事 , 从 而 推论 得 证 . | | 

— CUL C) (1.6) 

T T 7 一 工 / 

这 个 等 式 很 重要 , 因为 它 是 联系 %w 个 组 合 数 和 nr 一 1 个 组 

合 数 的 一 个 递 推 关系 ， 其 组 合意 义 也 很 显然 ， 在 % 个 元 素 中 


—i 
Hg — OR a, (T itte Ao Ren 
—1 
XOU AUR a MAA [7 a ctae 
元 素 但 必 会 @ 的 组 合 数 ， 利 用 加 法 律 就 得 红 .6) 式 . 

"T n—1 ^73) 多 一 号 a na froi 

ees (a uaa 
Zu ^0 QD 

f 


可 以 重复 应 用 他.6 来 推出 此 式 ， 又 若 设 到 个 元 素 为 oy, 


一 5 一 


o, t, Ün; 则 亦 可 将 组 全 总 数 (”) 看 成 是 必 全 Gu E ti {E 
DE as RE ay, a EBE as s BE as, nn day BDE 
Barri 这 些 互 斥 的 ?4 一 ?十 类 组 人 台 之 和 。 应 用 加 法 律 即 得 . 


^ 4 PU ie (US) 
推论 C. C 7 0 | 


C ). (1.8) 
T 

RAHE 1 FH3E16 8 经 过 简单 变换 即 可 得 到 . 

从 以 上 此 个 重子 来 看 ， 其 证 明 方 法 都 是 把 组 合 间 题 中 的 
各 种 组 合 方法 看 成 一 个 集合 ， 而 按 某 种 分 类 法 将 它 分 成 互 不 
相交 ( 互 斥 ) 的 一 些 子 集 , 再 利用 加 法 律 求 得 问题 的 解 ， 这 是 
组 合 数学 中 常用 的 方法 


、 GV (c) | a(a—1)(a—2)--(a—r-F-1) 


(1.9) 
I 
r 


SE 30 ya 5 8 x s Í BARER, 其 中 


可 以 是 任意 实数 力 至 复数 ， 特 莉 ( 0 ~- 工 XEO 


推出 
[y et). (1.10) 
T T 
— it Tr-—l 
定义 jco ). (1.11) 
—T7 n—l 


所 以 要 引进 这 个 定义 的 理由 万 是 受 (0.5) 臣 的 启发 。 当 


— 8 一 


—rlB-nB, BP ran, AREA 0, 而 当 ran Bj, 用 
Q.5)st, NER 


ni p^ ron 
et i EE E 
oD) 8. 


现在 讨论 允许 重复 的 组 合 . 
公式 ERMEE ARR, 从 ?个 不 同 元 素 中 到 
+ 个 元 素 的 组 合 数 为 


rand 1, (1.18) 


证 明 今 介绍 Euler AIEN, Fuler 证 明 的 思想 是 找 
一 个 等 价 的 易于 分 拆 的 问题 ， 设想 这 m 个 元 素 和 自然 数 3, 
2，…; 如一 一 对 应 ， 于 是 所 考虑 前 任何 组 合 便 可 看 成 是 一 个 
TERRAE L os, c 6r} 。 因为 是 组 合 ,不妨 认为 各 a 是 
按 太 小 次 序 排列 的 ; 相同 前 e 连续 地 排 在 一 起 ， 在 这 组 数 的 
基础 上 , 我 们 构造 男 一 组 数 (d, da, …， d] 和 它 对 应 。 Hop o. 
4 而 二 0; 十 2 一 ,2 一 1 3 r, Bl d,= 01-0, da= 09-1, +, 
imie, HEAR e 有 重复 , 但 这 些 久 就 不 会 有 和 间 的 了 E 
见 有 一 种 {0641，02，…, 0) 的 取 法 , 便 有 一 种 (d, da cn, 中 的 
取 法 . 而 且 这 两 种 了 到 法 有 一 一 对 应 的 关系 ， 从 而 这 两 个 组 全 
计数 问题 是 等 价 的 .e: 量 大 可 有 取 %, W d, CRT RO antri, 
MARARA m TS IRIURE EC r 个 元素 的 组 人 台数 和 不 
fe VEN BO mr v1 ARRP ?个 元 素 的 组 合 数 是 


名 十 个 一 1 . 
FR, 后 者 显 见 是 人 r ) HAICE, 


82 枚 举 子 .发 生 函 数 , 递 推 关系 简介 


BBN AAI 6 点 为 例 , 出 现 1, 5 有 两 种 选 法 , 出 现 
2, 4 也 有 两 种 选 法 , 出现 8, 3 只 有 一 种 选 法 ， 这 些 选 法 显然 
是 互 斥 的 且 和 穷尽 了 出 现 6 点 的 一 切 可 能 选 法 ， 因 而 按 加 法 律 
共有 2+2+1=5 种 不 同 选 法 . | 

BATUARI- AMARRA BEMART 6 K. 
ARTTA 6 以 外 的 任何 点 数 ,这 有 5 种 选 法 ， 一 旦 
第 一 个 贷 子 的 点 数 选 定 后 ， 第 二 个 般 子 就 只 有 一 种 可 能 的 选 
法 故 按 煞 法 律 共 有 5x1=-5 种 选取 方法 . 
”这 两 种 方法 在 两 个 角子 的 情形 下 还 比较 简单 ， 伺 磁 关 用 
三 个 或 四 个 明 子 掷 出 汪 点 时 就 不 胜 其 蜂 了 .这 就 需要 引进 新 
的 方法 ， 设想 把 仍 子 出 更 二 点 到 6 点 和 二 到 如 对 麻 起 来, 则 
98— BT 3T 8E) BBB Ska M GHEHE RP EP) ë 
HARAY. ÉCRIT, 则 

(t2 4 P EFE PEU CEPI TEL 1S) 
=P 2 4 815-45 - E BES T... 

"oU RRS BAHT P... Datus, pop #. 
P=, 下 一 区 诸 乘 积 都 产生 间 这 一 项 的 方式 数 ， 也 就 是 说 
AAR GREDE, WAHRER E DRRR 
对 应 SiR ERRER RTRA A ii HP E 
律 和 条 级 数 中 + MISERERI RIDGE duc, AEAF 
H 6 成 前 方法 数 等 价 于 求 fO = (htr t i 439? 
UHRA FORAGE ERTA B E E a A”, 
GHP EH RP) FR AT (enumerator), ， 这 样 ， 
RZARUTETIRE BRI ERE R R G+ Pq + 
— 8 一 


fk EIS h n IEERAUT. 
BILE n Aceto e Aout i ^ Æ oen 


中 六 的 系数 (这 内 须 将 妇 理 解 为 < 取 ” ,把 =1 理解 为 “不 
取 ”), 从 而 
nod, 

ae«o- E|), (1.14) 
p^ possi SOROR Gron EM, UR oo ow 
On cy om … ARBARE ERE RUE SURE GE M 
FO) = 1o 就 叫做 数列 (o) 的 发 生 函 数 ， 关于 发 生 函 数 
的 一 般 方法 , 我 们 在 第 二 章 中 还 将 详细 讨论 . 

由 上 可 见 ， 引 进发 生 画 数 方法 可 以 对 组 会 问题 的 求解 有 
一 个 比较 统一 的 处 理 方法 ， 其 好 处 是 明显 的 、 但 是 发 生 函 数 
的 具体 形式 通常 并 不 能 直接 由 校 举 子 获得 的 ， 有 时 要 借助 于 
所 谓 “ 递 推 关 系 "， 往 下 我 们 将 看 到 每 个 组 合 问题 都 有 它 的 组 
全 结构 ， 有 时 候 , 这 个 结构 可 以 用 某 种 递 措 关 系 来 描写 或 刻 
划 ， 现 在 我 们 举 一 个 著名 例子 . 

13 世纪 意大利 著名 数学 家 libonaeei 在 他 的 著作 "算盘 
A" (Liber abaco) 中 记载 着 这 样 一 个 有 趣 的 问题 一 fe f. 
问题 : “ 某 人 起 知道 一 年 内 一 对 兔子 可 以 繁殖 成 多 少 对 兔子， 
他 筑 了 一 道 国 雯 将 兔 子 关 在 里 面 ， 观 察 并 逐 月 记录 兔子 的 对 
数 ， 候 设 免 于 的 生殖 力 是 这 样 的 ， 每 一 对 成 免 每 月 生 一 对 幼 
锡 ， 幼 免 经 过 两 个 月 后 成 为 成 免 , 即 开始 党 殖 ， 问 一 -对 兔子 
一 华 内 繁殖 成 几 对 ?” 

.假定 在 1 月初 买 来 这 对 成 锡 , 到 1 月 林 生 出 一 对 幼 免 那 
么 整个 1 月 份 内 免 子 对 数 为 1 到 2 月 份 免 子 对 数 就 变 成 2. 


一 s 一 


月末 ,原来 的 一 对 成 免 叉 生出 一 对 幼 免 ,而 男 一 对 兔子 民 月 
未 生 的 ) 还 不 具备 生育 能 力 ， 所 以 在 8 月 份 中 总 共有 8 对 免 
子 ， 其 中 两 对 到 月 末 即 繁 殖 , 于 是 到 4 月份 蚀 有 5 对 ; 其 中 8 
对 到 月 末 能 从 事 繁殖 , 这 样 到 5 月 份 醒 成 为 8 对 ， 到 5 月 末 ， 
5 对 原 有 的 能 繁殖 ,另外 3 对 新 生前 则 不 能 ,于 是 到 6 月 份 就 
变 威 了 5 二 8 一 18 对 ， 其 中 有 8 对 到 月 末 又 全 能 繁殖 ,…， 如 
此 继续 下 去 , 在 一 年 中 各 月 份 所 记录 的 兔子 的 对 数 应 如 下 走 ， 


这 样 我 们 看 到 ， 一 对 免 子 在 经 过 一 年 的 繁殖 之 后 ， 便 得 到 了 
877 XP fS T. 

以 fs 表示 第 % 个 月 中 的 对 数 ， 后 人 为 了 纪念 它 的 发 朋 
者 , 便 称 之 为 第 % 个 Fibonacci g(a F 30. (f) EE 
Fibonacci 3&7]. Fibonacci ZUR HAER RER, 
V HLXEXEALULIUSHE n GS EROR ET, (REAL E. 
TERHBUT Fi ELULEH JH 45 SR CORREA IE E HE G 053 he. 

HEERMA — F F 3 2 BB] 0 595 3 6 S. f, 是 
第 个 月 中 况 子 的 对 数 , 它 实际 上 其 依 束 于 第 % 一 I 个 月 中 的 
Se TOS fos 和 第 一 2 个 月 中 的 兔子 对 数 fao TERES n—1 
个 月 中 的 . 户 -: 对 兔子 中 ， 到 月 末 能 繁殖 的 是 前 月 已 有 有 的 Pus 
对 , 而 到 月 末 不 能 繁殖 的 是 上 月 末 新 忠生 的 那些 即 (, ;一 
fes, PAR WHERE n —1 个 月 新 增 的 兔子 对 数 ( 即 
第 %% 一 + 个 月 月 末 新 全 免 对 的 对 数 ) 售 为 第 n 一 2 个 月 中 已 有 
的 免 于 对 数 , WD Saa 对 ,于 是 得 

fafeitfaa, nm8, (1.15) 

这 就 表明 ， 任 何 一 个 月 份 的 兔子 对 数 总 等 于 上 月 和 大 上 月 免 


— 10 — 


字 的 对 数 儿 ， 这 就 是 已 数 的 遂 推 关系 ， TE GE Ww 
fii, fa-2 np MO 3B RIKE HEB fa 但 是 这 种 
方法 手续 麻烦 ， 显 然 不 能 令 人 满意 ， 下 面 将 借助 于 递 推 关 系 
代 . 后 )， 用 推导 发 生 函 数 的 办 法 ， 一 次 就 找到 关于 户 的 封闭 
型 的 表达 式 . REPRE fos 如 = 并 由 初始 值 变 成 fos 
fici, MARRIDA n— 2 EMF. 

为 了 进一步 理解 了 数 的 递 推 关系 , 让 我 们 再 来 看 看 称 为 
“道路 模型 ”的 下 述 问题 : 


有 一 个 道路 区 如 上 图 ， 茶 人 从 0 点 出 发 以 任意 的 方式 按 
稍 甘 所 示 的 方向 走 到 蘑 指 定点 , 问 有 多 少 种 不 同 的 走 法 ? d 
ED fa EIA 0 点 走 划 标号 为 n 的 顶点 的 走 法 数 , 则 显然 
J = 1, fa-2, 在 求 Fa Bj, 内 须 注意 到 , 到 达 3 前 任何 一 条 了 路 
线 必 先 经 过 2 或 1， 且 到 1 及 2 的 任 条 一 种 走 法 均 可 直接 时 
H EJ 3 的 一 种 唯一 走 法 , 所 以 六 = 户 十 广 = 2 十 一 3 一般 
地 ， 趟 到 有 % 前 走 法 数 总 等 于 直到 nn 一 1 和 直到 2 一 2 的 走 法 之 
利 , 所 以 道路 模型 所 导出 的 数 不 是 别 的 , 也 正 是 F 38. 
为 了 从 递 推 关系 
fa—faeadfeks n2 ` (0.10) 
及 初始 值 
fo-1, fi-1 (1.17) 
确定 出 所 有 F XE, ERITI FKA RAHA- TERR 
级 数 ， 
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^ om fot Ftt fat? 4e E fu es (1.18) 
这 就 是 H'ibonacoi CU AE PR 38. 
3$ 0..18) FINE 5, 58 2 252089 81 
LF (0D) =f t ft fts et fum f nta... 
PE) — fo E fu don fuos facade 
IAHI, AA (1.16) Ep4% 
EO T BF (t) 
—fot- (f. fo) fst fot --- 
"Tr Coca Saa) Pee 
C fa? fat? e FP = PD) 1, 


由 此 和解 得 
FD mms 19) 
1 d 
令 PG) 一 本 人 (L—at) 一人) 


比较 系数 得 aó = —1, acb—1, HRN 


ib4 R8 , 1-8 
e$ c 0734 
TEC Q) ZAMBIA A XA, AH 
JP +_8. 
F l—así T i—&*? 
Hij alib --B(1—at) —1, 
4i-l, i AMA, 即 解 得 
d b 
“一 a— ù’ B- b—a! 
于 是 (a | 
a 
FO ~ 23 ( i—at T ) (1.20) 
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Ha), (1-073 RES 
FQ) =- $ jalad (Bt) 


已 一 已 A 
_ >, gi. peni " ` 
m a—5 P. (1.21) 
由 此 得 
Lol fits BY (1-4 Boy 
AGE- a 
n=0, 1, 2, e~, 


这 就 是 Fibonaeei 数 的 封闭 型 表达 式 ， 


$3 组 侣 恒等式 


组 合生 等 式 在 计算 组 人 台数 学 中 占有 重要 地 位 ， 但 在 本 章 
中 只 讨 学 一 些 简单 的 重 等 式 . 
WELT UB, 从 组 合 问题 的 分 娄 已 经 得 到 过 一 些 恒等式 , 如 
RESTA EGRET AANA. OR 
ML n—1 eT) 
G) 
HEESEN GENZ AAKRE, MA 
a+r- $h" y. 
41-1, lil 


s fn 
= am 
这 个 组 合 恒等式 的 组 合意 义 也 很 清楚 ， 因 为 个 不 同事 物 的 
全 部 组 合 数 当 然 等 于 种 个 个 别 事 物 选 或 不 选 的 一 切 可 能 方法 
d. * f= —1, 则 


^" "n "n m "n 
人 -人 
7h a 79b . ` 
(e +D á ) (1.24) 
I.DA (1.240 s 8 
Li t n 7 
x2) Sije L (1.25) 
Jn n 33 nn mm, WA 
GEA (A+ DP D", 
EIL GE EAE 1" BJ ERE BIS 


b I Wp B; (1.26) 


这 就 是 Vandermonde 恒等式 很 容易 给 出 它 的 组 台 解 释 . 
比方 说 ,可 以 这 样 设想 , P EDI n— m dE, ALEA m 个 学 
E, 今 从 两 班 中 抽出 7 个 学 生 和 参加 义务 划 动 ， 则 所 有 抽 法 数 


x), EMREN t RI ZR A, 9 B O 


Spr 的 各 种 体能 情形 。 关于 Vandermonde 恒等式 ， 有 许多 
HERE HERRER, 它 可 写成 


f 
(n) = | "Je: =+! D (n= mel Mrr by! 
T [In 


- EL je men. a.) 

以 md m 48 
QU. -X ; (nd m) — 12)», (1.28) 

DL ERR 
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Qr (Lem Gh, (1.28) 


其 中 nO -n(nd4-1Te-crre-1)-(—10r(-32),. X n Ij 
HE, füdsGn AB PI PS pP v CRF. 
还 有 一 个 经 常用 的 组 合 恒 等 式 是 


Curs) em 
TIP p/ Tr — p 
MWM K k s A dü 2£ E Bë UE W] 3 EJ SE T ni/pi(r 


—g)n-r1. XE ESSE MI eon E n FA I) 58 2 8 
* pA Tp, nv AMBOS = šB B A Jr is 


数 ， 附 带 说 一 名 ,有 时 将 t/j! Qi 6): ien". ) 3 
称 为 多 项 式 系 数 . 
利用 巡 .30), 餐 易 得 出 
EP nf _ 
ca" e), ea 
mf n—k Ë of" 1.32 
EC) ies (2) 全) 


sy o» 


SEER. H. W. Gould 在 他 的 < 组 合 恒等式 ?一 书 中 列举 了 
Jufh iE HB £8 2 RC Jy: 它们 是 ; 
1. ERRA EHAA ARR 
.微分 积分 法 ; 
. 有限 差 分 法 ; 
. 2DUDE ME ERAS 


4» fI [pn 


. 数学 归纳 法 ; 
， 数 格 点 法; 
. EXE XE CB GS AERE: 
， 级 数 变 换 ; | 
. ERARA PB Taylor RF. 
下 面 我 们 介绍 两 个 我 国 数 学 史上 有 名 的 组 合 恒等式 . 
1. 朱 进 杰 恒 等 式 
2 nti n43-3 
er RT) 
n n n 
eM ntm )-{ 7^4-314-1 ) - (1.84) 
p 4l 
这 个 恒等式 实际 上 就 是 推论 3 (1.0 式 的 另 一 种 写法. 那里 
曾经 给 出 这 它 的 组 合 解释 ， 嘴 处 我 们 用 发 生 沙 获 法 , 也 即 用 
级 多 展开 比较 系数 法 来 给 出 另 一 种 证 明 ， 
e {ntm 
a-a BUT" ae, 


[T Iu 79 


c -I CS CX 


e 


(1-2)? 3a, 
把 右 端 两 级 数 相 乘 取 其 a. PJ 3S URL (L9: ROH, T 
(1—2) 3 —2) i Lv) 
_ ( "ml )> 


Hpi 


"m 


其 中 全 HRA RIE O. S43 INS, 故 等 式 成 立 . 
2， 李 普兰 恒等式 


fmtEt jY fntkh\f nl . 
x GG bl )-( n X , ). (1.85) 
d ELIBAGKBEWEHCOHAPULAES Aa 利用 Van- 


dormonde 恒等式 及 公式 
(人 
1 
ES) 
- C Cn m 
l sua ; an i 
ed 
EM rM M 
BUS T] 


XCTI] 
Mu i 19 


Qn— p ji» 
| 


i) 
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第 x 
& fus 


$1 方法 概述 


发 生 函 数 方法 基 一 资 非常 有 所 的 方法 , 它 的 应 用 很 广 .这 
大 方法 的 系统 叙述 ,最 早 见 于 Laplace 在 1812 年 出 版 的 名 著 
“概率 解析 理论 2 中 .。 这 方法 的 思想 十 分 简单 ， 就 是 把 离散 数 . 
列 和 刚 级 数 一 一 对 应 起 来 ， 把 离 黎 数列 出 的 相互 结合 关系 对 
应 成 为 究 级 数 间 的 运算 关系 ， 最 后 由 容 级 数 形 式 来 确定 离散 
数列 的 构造， 

扼要 庶 来 , 发 生 画 数 方法 就 是 把 一 个 有 限 或 无 限 的 数列 

{ap} = Íao, Gi, Ua, cet, Gy, 6) 
和 如 下 形式 的 等 级 数 
ALÈ &ag-d- mtt ast ee pagi nee 

联系 起 来 , 构 咸 对 应 关系 leue AQ. XX AC 363482 lazy 
By EE, «Gg mg: 二 区 的 生成 序列 . 

交涉 及 有 关 排 列 的 问题 时 ， 常 使 用 站 下 形式 的 夭 级 敷 作 
为 发 生 通 数 


El =a a+ 22. sr fto 二 种 ire, 


这 时 向 {ax} 的 指数 型 发 生 阔 数 . 
为 了 注 出 发 生 函 数 的 作用 ， 不 妨 先 举 一 个 古典 概 兴 论 中 
PIT: BEMETEN 10 次 ， 问 一 共 出 现 80 点 的 机 会 
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 ORSO RT 

ETRS, HARRE AE L, 2, 8, 4, 6, 6, Ki 
Hi S, P, P, U, P, ORRI, TE FEL DONORS IR DUE 22 
数 ) 

PRÜÉSBPESTLGS 

BEBOET RO EHME FERRER. XC PASCI B CRX 
H XLI DUE A AE CA LEER. 

WXUMERDCIGEJS 10x, IERTE OK, BA A 
10 Ux EXIT UL ALZA RET FURENT 

CP PHEBAE I E B. 1)19 

HEHH, BAD, REJER p C DD p S. PH 
£P? 这 一 项 即 表 示 各 次 出 现 的 点 数 是 ; 8, 4, 2, 6, 1, 2, 3, 5, 
3, L(C—2ERE 80 点)， 因 此 如 果 记 


Gi] 
(4 十 8.154 agp) > Cy* H^, 
K-10 


则 c, RRP 10 次 所 得 总 数 之 和 等 于 天 的 一 切 方 法 数 ， 
Ze 就 是 数列 (ex) 的 发 生 轴 数 ， 用 算 率 论 药 语言 来 说 , 我 们 
所 考虑 揭 随 机 试验 是 具有 6 个 等 可 能 结果 的 古典 概 型 \ 或 由 
10 个 小 试验 联合 组 成 的 独立 试验 序列 ) ， 而 对 所 求 概率 前 事 
F Gil 30 点 ) 有 和 的 等 癌 能 结果 数 就 是 cao, 因此 所 求 概率 
EET 6050/7869， 下 而 我 们 来 计算 Cao, 

”注意 * o= 8. (17 y (1—2) 729, 


所 愉 eso METU 0977 (1—2) P JEESRID PP XR H-P 


Go- 人 (je (7 je- ys _ 
(u <D, 


10 Ii 
—i1 ~it e T. i? PITT 
(1—27 +( 1 4 2 T 


(Uses 
i ， 
故 可 立即 算出 
{29 10\/283\ /10\/17 10/11 
e-o) la aa s)" Nz) 
— 2920455, 
ES CBE RAR SE S 
2930455/61* = 29080455/604661*6, 


这 个 例子 宸 办, -ERRAR TEE DSL, RARE 
方法 来 处 理会 是 很 简便 的 , 


$2 发 生 函 数 的 一 般 方法 


吉 典 分 析 家 使 用 发 生 范 数 这 个 工具 时 ， 往 往 把 发 企画 数 
局 限于 收敛 的 容 级 数 ， 这 样 一 来 , 连 如 此 简单 的 数列 (LT it 


° 


不 可 能 有 发 生 状 数 了 ， 因 为 对 应 的 畦 级 数 ST bi AREE 
敏 区 闻 ( 此 级 数 的 收敛 半径 为 只 ， 

但 只 须 采用 抽象 代数 中 的 环 论 观点 ， 便 能 彻底 克服 上 述 
局 限 性 ， 这 一 点 在 20 4g B. T. Bell BJ Er SNS T. 
近代 的 组 合 分 析 家 GC. Bota 等 人 还 对 发 生 了 数 的 一 般 概念 
和 方法 作 了 进一步 的 发 展 . 

按照 近代 的 观点 ， 对 应 于 任意 数列 {fo 才 的 发 生 函 数 
AG) = È aP 不 过 是 一 种 “形式 宕 级 数 ”， 其 中 了 是 一 个 不 加 
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定义 牌 朱 针 记 续 ， 只 须 在 形式 者 级 数 之 间 适 当地 定义 了 加 
渤 和 和 徘 法 之 后 ， 便 可 使 一 切 有 形式 若 级 数 作 成 一 个 交换 环 
(commutative ring), TE GN A UE E AMARE. $ 
概述 大 意 如 下 ， 

考 芽 一切 由 实数 作成 的 序列 (a, (bar, (oy) 等 等 如 
REER Ad mue ERRAR KER AG). BO), 
C (05858, TEM RAPA EU FEN un aE, 

加 法 CQ)-A0) -B(O, 34 BN 

ey ah, k=0, 1, 2, =, 
DA O(D-A()B(O, HERH 
rs y 04 e Haba, 
k-0, 1, 2, --., 
这 里 的 e, mE 3E S0 (au) 与 (2) 的 卷 积 ， 又 称 Cauchy s 

这 样 ， 一 切记 实数 为 系数 的 形式 罕 级 数 便 作成 一 个 次 
换 环 ， 环 中 的 零 元 素 与 单位 元 峙 分 草 为 0 了 QOS … 与 
1 二 0 十 0 十 …。 最 然 环 的 一 切 公 理 都 是 满足 欧 . 

如 果 4 中 的 常数 项 ae 0, 则 还 可 按 下 述 条 件 

ADAADA 1 
确定 4 CO 0838363868 A (D o la. 38 ESLIOHRENORTIOU 
JU SET, HE EE ER E Z8 CR S73 Re 28. 
Gott = 1, 
axo t dy. -303 t + a am = 0, 
k=l, 2, o. 
由 此 可 得 
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1 81 fa (ta <. xa Oy. a dy | 
Go Gi Gs c't Gya Gy. uoi 


tfo Ei t Cia fi. Gp. 
F 一 天 一 
Ey = ( —1)'*ag* 1 


0 0 Ü - m di Ga 
0 0 0 se 9 E ai | 
PEAR PE Sq Bir 26 ERI DJ JH]. 383 99. MJ ACIE FR, WÍ 
EWR AIEE Wai XE 32 38, MES HD W Hos a) = 
LAG, Bt Ani SEC LESE, DUDEN RDLERTI 
BB. XD Et B SL TAS ik akay 3k RI SS CE 
槛 一 样 的 , Br ELTERS XU TR DL CER 2420€ S 2 tor pi Sk Pu a), 
计算 的 最 终 错 果 一 一 即 由 发 生 画 数 最 终 确定 的 数列 ， 总 是 一 
至 的 . 
往 后 我 们 采用 的 发 生 范 数 都 是 形式 短 级 数 (而 解析 函数 
不 过 是 形式 宏 级 数 的 特例 ), 所 以 只 要 运算 没有 趟 出 上 面 记述 
及 的 范围 , 可 以 一 律 不 用 顾及 收敛 性 问题 ， 
对 变换 环 中 的 形式 医 级 数 还 可 以 引进 形式 半数 ， 今 五 王 
d/dt 天 微分 算得 , 则 D AG) STET SR sz, 
 DAQGO==8a 302548 art he 
Ti j BRERA 
DWA jet D) nth aes, 
p DR SR — BE DLHEXERS Eg d CREUSE, SI 
(W: = BUS) 44-1), 
BLS ER | (eub, i6.p SF4y HE 80 EDU P ERR 
改 记 为 Gay), G[b,) 6558, MREZI DE X m 3e 
法 、 求 导 等 运算 可 得 下 列 诺 关系 式 : 
(1) Gar) +O (b) -G (a, bu, 


一 23 一 


(H) Giap- Gb = 812 Sab. i 


(HD GQU a) = DIA) -«( Ly Glad, 
这 些 关系 式 对 具体 计算 是 很 有 用 的 ， f 

简 记 Gag 一 4 和 ， 则 对 一 些 简单 数列 的 发 生 函 数 可 列 
SERT: 


1* g () - 


d 


Pcr i- —log(L—0, 


b 
e = [« = — — 
4 G UE I log(1.—af), 


o nA ni 
10 of L j-e- m 


这 些 公 式 的 验证 十 分 各 单 ， 只 须 将 相应 的 解 祈 画 数 展开 成 先 
RODERA RF H B). 
DLEHACIPIEUDR REEI RRISE. 
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$3 发 生 函 数 对 组 合 重 等 式 的 应 用 


在 这 一 节 我们 举 几 个 典型 重子 玉 说 明 发 生 允 数 对 证 明 
《或 推导 ) 组 合 恒 等 式 的 应 用 . 

PJI (Vandermonde ŽREME e 有 为 非 零 实 数 ， 
则 有 下 列 恒 等 式 ; 


ACUTE e 
kapuni hiki Bo n=0, 

1, 2, Bf, (2. 了 式 左 端 给 出 的 数列 正好 是 数列 z 
Ú Jeans 乘积 数列 ， 故 根据 本 章 S 2 中 的 运算 
性 质 (这 及 二 项 式 定理 , 立即 可 得 | 


IRAM 


一 G+H”. (1+ = (1--£)**5 -ef 小 


n 


B2 Bop, 9 为 任意 正 整数 , 财 有 组 合 恒等式 


= k t&— Ë _ n-ri 
SC q uu) (2.2) 


ñ | 
erama d ( 站 的 数列 ， 自 然 想 到 利 
用 如 下 的 丽 个 发 生 函 数 (参考 本 章 8 2, 109), 


GD 人 je aeoea $ ( Je, 


3=q 1 g 
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WW E38 NP Be PRCBCRH Se, 则 得 
-s-0-3.. X nci M. eu 
a0 AG) . 
X. W WN T E tE BR RC a Wa ER 38, 则 得 


ES 
eE 


比较 上 列 两 式 右 端 oea 85 38r, 便 得 到 所 要 证 明 (2.2) 式 . 
例 8 ApATAMATnBIESEEE. 3 PRUAGEN 
«E ñ 


-1A 有 GD Cr-etDer 
于 是 令 i~1, 可 得 恒等式 


GA e» 


LWS f= 一 I， 则 得 全 等 式 


RS AN ERR _ L 3# p=n, 
SN E lo pan 09 


sten n (7) 5 [es (^) m 


RRRA CH ps^n 时 )。 正 是 这 一 事实 使 得 中 .4) 式 在 组 
合 分 析 中 极为 有 用 。 
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例 & JoER'EBM f(e) = (0-22) 01D 申 前 
a^ 的 系数 , 可 得 下 述 组 合 恒等式 


n 2n—2b ín _ 
o| Ë Yz)=> (8.8) 
请 读者 自行 完成 这 一 恒等式 的 证 明 . 


上 举 四 例 表 胃 箱 用 二 项 式 展开 级 数 作 为 发 生男 数 可 以 导 
出 种 种 有 用 的 组 全 和 恒等式， 组 全 和 恒等式 的 研究 已 成 为 组 全 分 
FIRES GATEXRUA. H. W. Gould 编著 的 组合 但 
等 式 ?一 书 4i972 年 的 修订 版 ) 中 ， 罗列 有 5060 多 个 组 合 公式 ， 
ERS, 


$4 线性 递归 数列 方程 的 解法 


满足 下 列 线 人 性 递归 方程 
f(4-23)—af (n--1) —Bf(n) -0 (m=, 1, 92, --- 
I (2.8) 
的 数列 (A00) 82 RA RT, 其 中 e, B EXER, 
FO) =a, FI = a, GERE a 8 ah. HE SIB oo, au A 
GA, MIES LUH AE (2.6) Bü a 62b A E f m), n= 
2, 8, 4, c... 所 请求 解 方程 他. 的， 就 是 要 求 找 出 fm 的 莹 遍 
ERR. 事实 上 , 上 共有 找到 了 普遍 表达 式 之 后 , 症 算 完全 确定 
了 数列 {Cm)} BS25 TS. 
Ak (3.9, IR rji es — FQ), DE 与 ai pU 
ZR. Tj: (2.6) Kaj Ee 
Gara Alay 1 — Ba =Ü (n 0, 1, 7), 
这 等 价 于 下 型 方 程 组 : 
Gy— Guy cic Bay a= Oy  (b— 2, 8, e), (2.7) 
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HE cu OR 2 ID; WE eo, 所 之 值 可 以 规定 为 


Do 一 Co， Dí Gi ato.. (3.8) 
kE, BU np (2.7) ux BE RON — (b Mo Fk Dg BER 
(Cauchy ADAAN. 试 以 此 与 本 章 82 pse BS 55 31 

Sere S EIER, GE HAENAU EL ERE HE Bi 3k 

AGO = > ath BŒ =Le pi, 
MA TT BA TRASA 

ACQD BCH -> Cr == aot (Gi — ato t, (2.9) 
BESR BO W SC T O. ARRE AE. YJigu 2.95 


x 


而 
E 


AQ = Cael Ce aao / (1—at— 81, — (3.9y' 
BLAS H DEL SS SS ey t 的 答 级 数 , 即 可 定 出 ay is. 
& i—ct— fit = (d —r3) r0, MM 
Tro tyras B, 
BARES 
ri (ax TAB), ma V BS, (2.10) 


5418 (2.9) RU H bu SELON XU XX 
AQ EN 1 ( G3 — GG t Tite u mis ate) 
ti fa l-—ri 1 —rat 
SERGE i HETRE. Dy PL P URSA 


yi — r? La vp — htl 


as = J (n) = (as— aao) , (25 


Tad. ' fi— fa 
ORJS y (2.6) — E AR ri r SR( 10 HERE, 
Ho ARR h Esp ipy Fipenaeoi 数列 
. 1, 1, 2, 8, 5, B, 18, 21, 84, 55, 89, = 


— ZT -一 


TERENE: 从 第 三 个 数 开 始 , 每 个 数 都 是 由 前 两 个 数 档 
Wa. Ait irit a yi A Fo Fu, Fa rs, Fa e BF, 
5t] 3 3 T R BJ 2e EE d o 2 ub T E 
Fn- Fna F nam (n—2, 8, 4, e), 
HW 9H Fe F.= 1, 
将 上 述 方程 与 一 般 方程 12.6 相 比较 ， 可 知 aL B. 
29—8;—1, AEH (2.10) mf. 
r= Tü 85, n=40- v5), 
以 此 代入 公式 (3.11 便 得 到 F, 的 一 般 表达 式 
1 pix 5 y" /1 VE ya 
FR ) -Q-39)] ew 


2 
这 当然 与 前 章 中 的 销 果 以 .22) 式 完全 一 致 
对 于 线性 递归 方程 中 出 现 多 于 三 项 的 情形 (当然 初 妈 值 
已 戎 之 增加 ) 可 以 作 完 全 类 亿 的 处 理 ， 原 则 上 谤 ,都 可 以 通过 
递 推 方程 和 补 始 值 来 解 册 发 生 函 数 ， 而 后 由 展开 发 生 函 数 来 
确定 所 求 的 递归 数列 , 此 处 不 再 缆 述 . 


$5 发 生 函 数 对 枚 举 问题 的 应 用 


组 合 数 学 中 有 各 种 各 样 的 故 举 间 题 (enumeration prob- 
lome) 及 其 相应 的 计数 问题 (eounting problems), fe By ** 
中 也 已 略 宇 一 班 ， 本 节 将 就 儿 种 基本 重要 的 枝 举 问题 ， 分别 
揭示 它们 各 自 丰 应 的 发 生 函 数 。 这些 适 用 于 处 理 枚 举 问 题 的 
REAR, 通常 称 为 “ 梳 举 发 生 沙 数 ”, 

- HFEF, O mi, Ga, ms ERZ PAP SEO, 则 如 
下 的 代数 情 积 
(LT 20 Cl zat) (L+ wat) 


一 g8 一 


按 主 的 圭 次 展开 后 的 形式 为 
工 十 (æ+ t2 H- 88) Eo- (xwa + titg + gira) 09 + (Data) &, 
或 者 简 记 为 
1-4. 8,t4- Sgt? + Sqt?, 
Xx Su, Su, S, 就 是 三 个 变 元 mi, ma, wa EJ — IX, 二 次 ,三 
次 对 称 函 数 ( 即 代数 中 的 初等 对 称 函 数 ) , 
因为 Sr =I, 2, 2) 是 由 8 个 相 异 元 中 每 次 到” 个 相 加 


ma stor Í ` J. 一 般 说 来 , hog das 


H(t) ~1+ MS, Gs, z, TA 
WP 2;-1(j-1, … n)np rft 
n | ` C1 ... f— - n " 
G+H -1+28,G, 1, <, DE x. 


BEAR CLE 2)" 的 展开 式 能 够 联系 着 f 给 出 名 个 相 异 事物 
中 每 次 就 了 个 的 组 合 数 ( 作 为 其 系数 )， 所 以 人 十 人 "也 就 称 
为 nw 个 相 异 事物 的 组 合 校 举 子 . 

当然 ， 如 上 所 述 的 是 个 最 简单 的 校 举 子 ， BOE T MGR 
E: RERA n Shi FE CE], 每 种 事物 多 至 无 限 , BAWERA 
事物 中 重复 选取 , 则 关于 组 合 的 故 举 子 将 由 下 列 乘 积 给 出 ， 

GHEH ey. 
这 是 十 分 清楚 的 ， 我 们 总 是 把 周一 个 揪 号 内 的 项 代表 同一 种 
事物 , 刀 表 示 事 物 出 现 一 次 (或 被 取 一 次 ),， 纪 表示 同一 种 事 
物 出 现 两 次 ， 余 类 推 . 至 于 1=# 即 表示 该 种 事物 未 出 现 或 
未 被 取 到 .下 面 举 几 个 例子 来 说 明 这 类 术 举 子 的 用 处 ， 

例 1 假设 要 从 种 相 异 事物 中 任意 选取 7 个 事物 ， 并 
假定 每 种 事物 允许 重复 选取 ( 即 并 不 要 求 ? 个 事物 彼此 相 


异 ), 则 一 切 方 法 数量 然 即 等 字 
(Li+ te= (LA 
展开 式 中 站 的 系数 ， 
因为 


+r—1 
所 以 任 放 个 的 一 切 组 全 方法 数 妈 等 于 7 ). 


BU? 站 上面 的 例子 中 假定 r>n, 并 设 每 种 事物 至 少 取 
一 个 , 则 组 合 枚 举 发 生 函 数 显然 是 
QT 840), 


ph cA 
Hi 


t T 
-E( ye aft » 
r r — m j A 1— l 7 


NEN saast) 
因此 讲求 的 组 合 方法 效 节 等 于 | 1 ) 


BM3 假设 有 mm 各 事物， 每 种 事物 各 用 3 6, PERT 
个 的 组 合 方 法 数 有 多 少 ? 此 种 方法 数 襄 以 记 为 C, 7). 

BOB n 4, 意思 是 对 每 种 生物 可 以 重复 选取 (当然 至 
d REGERE s 这 )， 也 可 以 一 个 不 到， 所 以 核 兰 发 生 函 数 型 扒 
E | U 

ÇE- P-E ee IE un, 

外 此 问题 变 为 : EFIR RREO SUP r Bg RO 
”显然 我 人 有 70 


-- SQ — 


Cf 六 二 


-Bo 


"PR EXRSORIO BL D= 这 样 前 项 ， 可 所 了 必须 合 于 
条 件 了 = 了 一 Fort. 因此 乘积 可 表 成 
^L» $ AW W Susa]! 
这 就 表明 任 取 个 个 的 组 人 e A GE 
EA i m-r—k(s4-1)—1 
Os", )-$0C0 Wi rk) ) (2.18) 
注意 , (2.13) 式 的 右 端 已 无法 化 简 ， 

Bj 4 Joi ca …， am 是 一 组 给 定 的 正 蔓 数 ， n Rit 
ERR, S Aa 表示 下 列 不 定 方 程式 (又 称 Diophantos 方程 ) 
mitit Cava H tH Com — 7 
f] 3E fe 386 3 e šH (na, va, ce, ms) HUP. 求 4 的 校 举 发 生 

我 们 可 以 将 上 述 问 题 玻 述 成 这 样 一 个 组 合 问题 ， 假 定 有 
m 种 事物 ， 今 要 任意 选 坡 % 个 事物 ， 但 规定 对 第 一 种 事物 取 
出 的 个 数 必 须 是 ox 的 倍数 《也 丁 以 是 0 fi, RU— aE 8382, 
人 as HEP, 余 类 推 ， 因 此 取出 ww 个 事物 的 
合 方法 获 的 该 举 发 生 冰 数 应 该 是 如 下 形式 的 连 乘 积 


(+ > > je) Š 之 la) (1 È > e>) 
(Ga) 1-15 je G=). 


Fy- 


(2.14) 


Q- zA- 5 {Lm 
-— 81 — 


HA, 了 (人 也 就 是 À, 的 发 生 函 数 ， 按 Taylor EFA, 还 可 
TE, 表示 成 Aam FOO /nl， 

[E] 这 个 例子 中 的 整数 解 组 问题 又 称 为 "货币 兑换 问 
题 ”， 可 以 设想 有 种 货币 ,它们 的 票面 价值 各 为 ci 个 单位 、 
aa 个 单位 … qm TAR, TA A, BREE z 个 单位 竞 换 
成 各 种 货币 的 一 切 组 合 方法 数 . 

下 面 我 们 再 介绍 “邮票 排列 问题 "与 “天 平 间 题 ” 的 枚 举 发 
ER. f 

GIO RFR n 分, 今 用 工分 、2 分 、 5 2. 4 
四 种 邮票 粘贴 在 一 又 列 的 位 置 上 ， 不 同 的 排 齐 方式 算 作 不 同 
的 方法 . < B, 表示 不 同 的 方法 数 ， WR B 的 枚 举 发 生 函 
$. : 

PI 35 p. Mi, 2, 3, 4 四 数 作 项 相 加 , BRE RE 
ER A n 的 一 切 方法 数 Ba a ROO. ERES HR. n, 则 
方法 数 显然 等 于 引 十 六 十 太 十 的 * 展 开 式 中 矿 ARS. ALS 
平一 切 方 法 总 数 B. 的 发 生男 数 是 


MN 1 
1 b-EP EIE 
十 到 Cree = 


—pB-B—-H* 


忠于 各 项 相 加 时 首 项 可 以 是 二 2, 3 së 4, 所 以 可 看 出 有 
ARAR B= Bs-i 十 Bra 十 Bas 十 Ba， 利 用 此 关系 可 以 逐 
PR Ba 例如 B.= 08, 

PERHE, FBL a, as, e, ax 诸 正 整 数 作 项 相 如 
CRATES HO. XU B, 表示 总 和 为 % 的 一 切 不 同 加 法 
方式 的 总 数 ， 则 B, Bü Aci BS HON 


GB.) -一 上 


这 里 规定 B --1, 


— 82 — 


| (2.15) 


例 8 RE kE, EEES aM, arw, Gy 
克 ( 均 为 整数 )， 今 要 让 天平 上 衡量 重 为 % 克之 物 ， 问 有 多 少 
种 不 同方 式 ? 

对 此 题 应 区 分 两 种 情形 , (车 夸 码 规定 只 加 在 天 阐 的 一 
端 , 则 不 同方 式 总 数 Cu 的 发 生 画 数 显 然 即 

GO.) = 01,27 £85 (1-4 205» LE). 
(D A SESS fe VE IEE Bü pa I, 出所 求 方式 总 数 D, 的 发 生 | 
PE EE E 

GUD,) 
= (279-14 259) (£751 4-19) (177 14-1, 

这 里 我 们 不 妨 规 定 加 在 右 端的 雁 码 重量 为 正 ， 则 怒 在 左 瑞 的 
殿 码 起 抵消 作用 , 故 在 重量 果 计 中 须 作为 译 数 计算 、 这 就 是 
为 入 各 必须 引进 n, Ca, Q. t7 VETUS. 

”这 里 我 们 来 补充 一 个 Hardy 提供 的 有 趣 例子 , CARE 
些 特 殊 的 Diophantos 方程 的 整数 解 组 的 个 数 , 可 以 有 十 分 简 
单 的 计数 表达 式 ， 

87 令 <a> 表示 正 实数 的 最 近 整 数 (其 中 2a 并 非 一 
ORO, HB o) 是 这 样 的 非 负 整数 使 得 |<D 一 «| < 工 ， 则 下列 | 
Diophantos 方程 

向 十 2 十 各 二 加 


的 非 负 装 数 解 组 的 个 数 即 等 于 《5 (cem, 
& to = gH — mcos SE i in P. G= Ti), 表示 单位 


FARR (BHI 155-—4- E 3 B), Uj E PJ Eh ÉS 
《2.1 外 式 可 知 本 例 中 的 发 生 函 数 可 表 为 
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G(A,; 


1 
(TGP (T— 5 
1 

“I £5* (34-6) (1— wt) wi) 
st ot aod 

611—135 4(ü-f5' RA 

1 o 1 . 1 
BOFA $9-—oen SU 50 
_ S rint T ,(—D^,2. Bn 
| -à( i: 17 ' 8 $^ s)" 
LAP 如 项 的 系数 就 是 所 求解 组 个 数 AL BTF 
7 2nx | .82 ,I 


2 
| 


HBUF A, 必 为 一 整数 , 故 可 见 4 一 <n 十 3)3/12》. 
例如 当 n=7 时 ，4。~《<(7+8)”/12》 ~8， 我 们 就 知道 广 


+ 


n= 


EH . 
t4 2g 二 和 2 一 了 . 
一 定 有 8 组 非 负 台数 解 。 事实 上 这 些 解 组 是 ， (0, 2, D, 
(1, 8,0), (1,0, 2, (2, 1, D, (3, 3, O, (4, 0, 15, (5, 
1, 0), (7, 0, 0). CIA E SCH CEU E PUERO T 
TERNERA OEHERUDQ EE IO BOR a mk. RA 
WOR 4838026 A^ in ORI] A Se qc 3E B9. 
先 从 最 简单 的 仙子 说 超 , 对 于 ”个 相 异 事物 而 言 , 已 知 有 
核 举 发 生 函 数 
(57-310), 7 


ri^ 

LEA n Arp r 个 作 排 列 的 方法 数 (nay, 恰好 是 f/r! 
项 的 系数 . BEER, 可 以 想见 当 一 事物 能 被 选取 有 0 AR, 
次 , 2IK.es 下 次 时 (或 者 同一 种 事物 包含 天 全 时 》 WxT 
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它 的 (作为 排列 的 ) 枚 举 子 应 联 如 下 形式 ， 
Ë P 
LER TR Lr Tf 
特别 , 如 果 重 复 次 数 不 受 限制 时 , 则 被 举 子 应 到 指数 函数 
#= 2: E/B, 
例 8 设 有 % 种 事物, 诸 事物 可 重复 选取 , 则 任 取 7 个 的 
扼 列 方法 数 有 如 下 的 发 生 函 数 


n i n — anb S r f 
(1e ERR) —8 = "IE 


Xx GEBIETE P IRS AUS T, ER rA 
n. 
TESI S 的 思想 方法 , 可 写 出 如 下 的 
例 9 设 有 冯 种 事物 ， 允 每 种 事 葛 允许 选取 的 次 数 ( 或 个 
数 ) 都 有 规定 ， 俩 如 ,对 第 五 种 事物 可 被 侈 取 的 次 数 (或 个 数 ) 
规定 为 aQ), ME 次 L 2, n), WERT 
BO HER RR AA 30 POP GNMEEDE g: UR 
n pa pe) Ful 
H artar) na 
这 里 展开 式 申 前 A, MERER r 个 作 排 列 的 全 部 方法 数 ， 
事实 上 , 假如 对 n 穆 相 蜡 囊 物 分 别 选 取 的 个 数 为 CD, 
A(2), c, Ken), TEAR MU HX OD Her T AG) =r, MRE 
FA RAEE F 
yt 
AGIAQS P XGO E" 
BARREKA Y sop rp c RE 


poa m S3 


ay; Yt) Gs ) 


中 的 #/r! 的 系数 ,而 A, 就 是 所 有 这 类 项 的 系数 之 种. 

为 叙述 本 节 的 最 后 一 个 例子 ， 这 里 简略 地 介绍 一 下 有 限 
差 计 算 中 常用 的 移 位 算 于 E SEDET d. 这 些 算 子 的 定 
X. | : 

Ef(n) = fin), 
Af (n) - f(n-£1) - fi) = GE - D GO, 
R= PESAT), 
EU EE 4U-AP (n=1, 2, e). 

不 难 验 明 ， 由 这 些 算 子 作成 的 代数 多项式 (所 谓 算 子 多 项 式 ， 
其 系数 可 规定 属于 实数 域 或 复数 域 )， 甚 金 体 对 加 法 ts RE 
喇 言 构成 竹子 交换 环 ， 因此 对 加 、 减 、 和 地 运 算 可 以 畅行 无 
Bi. 

在 有 限 差分 学 中 一 类 极为 有 用 的 数 友 做 SE ran 28”. E 
n, T 为 任意 正 整数 , 网 用 20" 表示 a! Te z—= Ü BERG n h 
其 定义 为 4 — rat [eco EREL 

qu- aria E )c ome | 

-$o ja- omh” yy 
i=] 了 EIU 1 

此 外 , 读者 可 以 自行 验证 40*=nl, 40-0 (>r). 

$110 设 有 ww 种 事物 ， 今 任 取 "个 事物 作 排列 ,规定 每 
种 事物 至 少 和 要 取 一 个 ( 自 然 7 之 已 , 则 一 切 排 列 数 A, 的 发 生 
函数 应 该 是 (参考 例 9) 


GIA (tt) > (y. 
将 上 式 右 端 展开 , 则 得 


(e! — 1) x ("cante 
fj 
cod n E we NA É my 
Eer WS Eram 
这 表明 亡 要 求 的 排列 数 A. 正好 等 于 高 次 零 差 AMY, 
高 次 零 辣 数 今后 还 将 多 次 碰 到 . 特别 ， 容 易 了 立即 写 忠 
AY —1, P —2—2, Mr-g 8-278 等 等 
JE a, BIERA 9 中 的 数 


T! 


AG 1--A()1 


-| T r—AC) B ue) 
u so X(2) ) ( ACn) : 


这 表明 左 端 的 排列 数 可 以 解释 为 个 相 蜡 事物 按 A GD, 
A(2), en Ain) 分 别 配置 到 ”个 相 措 她 址 (单元 ) 的 一 切 方 法 
数 , 因此 例 8 中 的 4; 即 等 于 7 个 相 蜡 事物 配置 到 % 个 不 同 地 
址 的 一 切 分 布 方法 数 , 但 规定 第 下 号 地 所 配置 的 个 数 眼 于 
Ao), PR), A (h), e GeL 2, -—, n), 

既然 对 上 述 一 般 条 件 下 的 A, 可 以 同 巴 新 的 意义 ,所 以 例 
10 中 的 AL — 20 又 可 以 解释 为 汪 个 相 异 事物 分 布 到 天 个 不 
局 地 起, 而 每 一 地 址 至 少 被 分 配 一 物 的 一 切 分 配方 法 数 . IE 
因为 4Y0' 有 这 样 意义 ， 所 以 此 数 在 近代 歼 理 生物 学 中 也 耕 其 
应 用 . 


$6 指数 型 发 生 函 数 与 了 Bliasard 演算 


指数 型 发 生 亢 数 不 仅 对 研究 排列 问题 是 必要 的 ， 而 且 在 
计算 概 党 统计 中 的 皇 量 时 也 是 极 有 用 的 工具 .这 里 我 们 专 来 


订 论 指数 型 发 生 函 数 的 运算 竹 质 ， 特 别 要 介绍 Blissard 形式 
HHN. 

令 数列 dah, (bJ, los) MERN EE CA W ic 
tE 


H AD  B(0 = OG BF, 由 比较 # RT 218838. 
(Cy = d Iesha +Í ; Jahre tad (2.10) 


XX 3 ULECRUORUR UE PS 3k h Sr 39 Na SEPT. BER 
为 其 中 出 现 了 二 项 系数 , 且 与 二 项 展开 式 十 分 相似 , BERE K B 
到 可 将 它 按 二 项 眉 开 公式 这 样 的 形式 来 缩 记 。 例如 , 我 们 可 
如 纯粹 作为 形式 符号 米 老 记 

0,— (a b)*, ama, bb, (&=0, 1 <). 
这 就 是 说 , 在 演算 过 程 中 可 把 是 标 移 到 指数 地 位 来 演算 , 但 演 
算 完毕 之 后 , 对 最 终结 果 仍 人 须 让 指数 返 癌 足 标 位 置 。 这 种 形 
式 算法 即 称 为 Bliseard 演算 或 “外 演算 ”Cumbral osloulus), 
二 述 亚 演算 前 台 理 必 本 项 上 是 此 于 指数 鹉 发 生 琢 数 在 作 
乘法 运算 怀 求 导 等 演算 时 , 能 与 星 让 算法 类 一 一 对 应 起 来 ,并 
TEIRRA :具有 一 致 性 ，} MARREK, 控 旺 演算 规定 法 踢 , TU 
记 
AG) - S ce = BO) e, CD) et, 
HB atsa, bš son v"esou, HAPANI 
AOBA = — et, (Too 
HoR cs 恰好 可 下 Me 十 2 HITRA. xx— BERGE 
9j cu REX SEIEINGYREDNEtERANIR RE — se IFE 38883. 
» AO Ss iE, l 


— 38 — 


DAH) = Det =a =S Zeat, 
XXXEHDNEIOOSSESRISRHIIETS4IR. 由 上 所 论 , 至 少 已 能 看 
进 ， 喇 演 禾 应 用 于 形式 指 隙 数 的 情 法 与 求 导 ， 总 十 行 之 有 效 
的 ， 当 然 , 涌 法 与 求 导 运 算 可 以 反复 进行 . 例如, 若 以 微分 算 
+ D-d/dt X388 ACD =" (698 n ik, Bin 8 

D'AQ) =F nth — gg. a= gg. 


H F (2.168 PHHEP SUA Ga BBB, BED NONGZ 
如 下 形式 的 Blisssrd 算法 ，; 
0977 &offoyo'**, 
Or 一 (ac Bey rir er Be yes, 

ik BLUE REN 22 i N FZ N E JE GE png bre 
=n), 并 按 虹 演算 规定 aos, B= Bn y" moy, 等 等 . 

但 是 必须 注意 的 是 , RRENEAN, 磁 到 相同 的 数 
列 务 必 当 作 相 蜡 前 数列 来 演算 ， 合 如, WME a,= 5.(n-—0, 1, 
2, --, BHEE A pr 28. 


{tat "= (ata = > [esa (2.175 
但 如 果 盲 目地 写成 


n PEN 如 TL 
(s +a)"= i( " e ta" = | jene, 
MRAR RET 其 所 以 错误 显然 是 因为 忘记 了 ansa, u, 
dma, 而 作为 同一 数列 的 尼 标 自然 是 不 能 按 指 数 律 来 如 以 
处 理 的 . 
完全 平行 于 第 二 节 中 表述 的 思想 方法 ， 可 以 引进 单位 发 
生还 数 二 十 O01 十 08/21 十 … RR 0--0£3- 002/21... 这 


样 一 来 ， 同 样 可 以 验 明 ， 对 加 法 与 薪 法 送 算 (参考 (3.16)) 面 
育 ， 多 体 指数 型 发 生 画 数 也 构成 一 个 交换 环 ， 在 这 样 一 个 
Blissard 的 代数 中 , 还 可 引进 乘法 逆 元 案 ， 假 定 


AQ -$ V pta, az0 
i! 3 Kr , 


则 AORE 本 全 便 是 满足 下 列 条 件 ; 
. A( A = 9. t= um lo 《单位 元 ) 
KERA es adr A 的 — e, (aai, 


上 述 条 性 相当 于 下 列 方程 组 , 
[0 
(seta d=0, a ma, (ama, b—1, 8, e, 
由 此 可 解 得 
ae = 1/8, a, = —a3/a$--2a1/a5, 
a) = — arf ah, az= — t/a + a304/a$ — 6231/5. 


关于 a, 的 一 般 表达 式 须 用 到 Bell 多 项 式 ( 见 本 章 第 7 W pl 
2, 
FERIAL FEE EISE Q8 Pr s P AT: 
例 1 令 入 表示 一 个 国定 实数 , 今 取 
AH =e, ^as BO =D ST. ce", 


并 记 


AG B(t) = (f) =a, ose, (2.18) 
NI h (2.16) 8] ^8 


e, = (2A) = E) v (2.19) 
XA BOLE B(— t e", kE (2.18) X.48 

ALD =O (HB i) —e(07 mt crise, 
成 而 


— 40 一 


TL 


an= (0 Xy A ec» (2.20) 


这 表明 (2.19)、(2.20) 为 数列 (as) 5 Cos 间 的 一 对 互 反 关系 ， 
X CO BI XU (dual relations), 
Bl 2 Jt bu bt, DU (bJ) BOHEHRCSUR HE ü 3025 
BO (122, 
HAA B'U)-1—1, 由 此 反复 应 用 (2.16) 可 知 成 立 如 下 的 
对 侦 关 系 ， 


o= A (2.21) 
ko . 
Oa = On — Münt; (2.22) 


这 双关 系 式 的 等 价 性 是 容易 直接 验 明 的 . 
3 上 古典 的 Bernoulli 数 B,(n-0, 1, 2, …) 可 由 下 
PRERANE, 


e= , BPB, (2.28) 
这 等 价 于 下 列 方程 ， 
gt (et —1) =g Ptt L BE 一 š. 
比较 上 式 两 端的 系数 可 得 
(B+1)"— B,= 8, í, B= B,, (2.24) 


其 中 8 为 Kronecker 记号 , 其 一 般 定 义 是 : 4n =m Bj Ban 
1; S n= m PF m=0. 
JA (2.24) n] Aq Bi+Bo— Bi-1, 从 而 B ,—=1. RH n>a 


时 ， 
s fm 
Pa 7 i y 
ksi Ë 


也 即 
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*--1 


SML (n—2, 8, 4, =), 


这 可 以 用 作 递 推 公式 逐步 计算 各 个 Bao Hua 
1 i aw 
Bep hog Mo Bou wc 
Ta ER B. 是 例外 销 形 外 , 再 证 一 切 奇 煞 足 标的 Bana 
SET 事实 上 , 这 是 因为 
Te gn) -到 (了 二 L — D" =t L 
n4 从 第 5 区 的 例 10 n 
e-i xr Ao", 
于 是 根据 Bernoulli 数 的 发 生 函 数 可 得 
8 一 Ls 1) -5 GP = (gi — 1)" 


D> S P pon -àIÀ (—15* Z0. 


2 Xii z nl = w k+l 
XX xe HH B, 可 用 高 次 霍 差 的 线性 给 含 表 未 出 来 , 即 
mE. (2.28) 


87 Bel £ xs 


在 上 一 节 论 述 Blissard 演算 时 , 我 们 已 经 提 及 Bell ZW 
式 ， 实 际 上 这 类 多 项 式 在 不 少 组 合 分 析 与 统计 学 问题 中 都 会 
出 现 , 所 以 J. Riordan 在 他 的 组 合 分 析 著 作 中 曾 缀 作 过 较 多 
讨论 ， 但 在 本 区 只 准备 作 一 概略 介绍 . 
从 复合 男 数 的 高 价 导 数 计算 问题 中 ， 可 以 很 自然 地 导出 
Bell 多项式 、 考 虑 复合 函数 


一 42 一 


A(t) =f l9(01, (2.26) 
使 用 求 导 算 子 D,—d/dt, D,—d/du, 简 记 
DAC) = A, [DEF uzr = £4 Dtg( = 9s. 

TEX (2.26) rn By ig SIG BR Se, 可 得 

En = figi 

A= figa fai, ` 

As — figs t Sfigsgi- fagi. 
和 4 的 % 阶 导数 的 一 般 形式 可 以 写成 

A, Fia t fadt t Santan 


= 2 figi, ga, c ga), (3.27) 


EREA HRI RA Aa R AKA TEITER gi, ga, n, 
ASHA 无 关 ， 正 是 国 为 这 一 点 , 所 以 不 妨 选 联 较 往 单 的 茵 
M Fo) 以 便 去 确定 Aus 的 形式 ， 看 来 特别 方便 的 一 个 选择 
AE fon =", 其 中 人 是 一 个 固定 常数 ， 这样 一 来 , 我 们 有 

fyc ave, g= git), 
e Dis? = D Alg da n, p lat 
= Án gus e, tts Gd (2.38) 
EVA Z9] Aa 正好 是 o R RRL 

HT et =j E(C-ag(D5* Abi yr HL A i Dt 308) FL 

ECAT Die? gy nexo. Bae EYE 


pe (y [A &- g Tao K92^], (2,29) 


BHAYAL D gAn AEH ARR kA g 
wxcm. T R D PE SBI GSP EJT NP Tar 
etj. T 381388 t: Jy 


"yt fr si | ` n! 
DKA) =E Are» M Ia Im (2.30) 
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X 8 g. = Dig(), Pha 上 十 车 一 Oum 0). RIRIA E 
MLR, SBER M k cy 中 有 和 个 于 j + 
2; 58 h tn G0, M Th 2J +n =n, WQ2.80) 
右 端 的 通 项 可 写成 


assai 005 (9*9, 


其 中 页 十 大 十 … 十 为 = 有 这 皇 并 未 考虑 (3.30) 右 端 含有 g BU 
那些 项 ) 

但 是 对 应 于 一 组 固定 的 相同 的 系数 2 (LO (Q 
(U^ LE, RU aT, jT, +, 加 个 名 出 现在 足 标 数 
P] A, Ja, «t, 各 内 的 顺序 排列 共有 kl/jiljatrn i. XL 
是 说 ， 上 上 述 形式 的 通 项 在 人 .各 ) 式 右 端 将 重复 出 现 ei / Jat 
ja! ll. BSI, 这 样 一 种 通 项 可 合并 写成 


kn! gi Ví goa V. ( ga V^ 
Filja eh! (t) (£) (2) . 
粮 据 (2,28) 与 (2.29) 式 可 知 含 a* 的 一 切 项 之 和 即 等 于 
lek 3 h hi ñ fn 
Adar E G e ea 
iká Sa BJ WEN L 38 Pr 48 d Jë A PF 
hijos =k ljh+2Pb + nj =" 
(&=1, 2, "fg n) 
BEMER Cho, ja, rns ORAR. 
BEAR C2 81) 式 右 端 a* 的 系数 就 是 Ax, fa, v0, DAP 
Ec EA E $E (2.28) 与 (2.27) 我 们 便 求 得 


Xxx) GG ca 


uaria (2.32) SC B erp Y. (gi, fos cs fo. XXX 
Cos co 名 的 多 项 式 就 叫 人 项 Bell EHA, 其 中 C6) 可 以 是 
.任意 数列 ， 

特别 , 如 果 户 = LDSS GO «ouo, M (2.32) 488 FE 2 TP 8 BT 
导数 4,= DU f(0 (D) UHR AS, MAAK Faadi Bruno 
AR. . 
根据 (3.82) 式 容易 立即 得 出 前 几 个 Poll 23 K. 今 列 
FET, USH, 

Y i= fim, 

Fas figat ff, 

Yy= faigat f2(8ysgi) + fagi, 

Y. — figit fa (Aga gi 893) -HFa Oggi) + fagi, 

Y; = fags fs Bysgrt 109893) + fa(10gggi + 15g8ys) 

Ff (10gagi) + fzoi. 
”实际 虐 ， 这 里 的 前 三 个 多 项 式 已 在 前 面 (2.26) 式 下 面 提 
gii. 

Bell 多 项 式 在 统计 数学 中 很 是 有 用 ,下 面 举 一 有 趣 例子 . 

例 1 SipORBDBUSOBURU (onmulant) 的 计算 问题 ， 
令 X. Emin + EM E (特别 A= 0), 其 指数 虱 发 生 阔 数 可 
wA 

L(f) = Mi A4/21 Heet Atn] H rH et, 
XR Ima AERA, m AA m KEY. TEHTI 
系 
"ug qq, (2.88) 

确定 的 数列 {A 就 叫 化 累积 量 数列 ， 这 里 出 现 的 计算 问题 


JE. 怎 料 利用 已 知 的 (m) 去 计算 各 个 和 9? 又 把 样 通过 Du) 去 
计算 各 个 ma 
首先 , t (2.98) RD L 
op 一 了 Le] 一 了 [ein DULCE) 16 = N, 
因此 , 直接 应 用 公式 (2.3D 或 (2.32), 子 其 中 取 a= 1, gG) = 
LG), C te EU RI 8 
7 As Ya, Ja, te, A) OY Qa, Ja, n, M). (2.84) 
poen TA 2.34) 的 逆转 问题 , 即 利用 mud 来 
表现 各 个 ^u 的 问题 . 这 时 先 须 从 局 .33) 解 出 
L(t)-log(s"), M'E My 
HF A= DEGO] KARRA Sy ESSE, 于 
是 应 用 (2.82) 式 , 于 其 中 到 f) = logu, u= g0) = e", 经 过 
简单 计算 好 得 
= (— D *(5—1)1, sc [8"* | i. = ty, 
从 而 得 到 
^, = Di[log et], = Val frm, fma, Fo (2.85) 
这 赃 便 解决 了 两 由 数列 所 相 雪 示 的 问题 
在 第 6 节 中 曾 论 及 Blissard HORE SC UU fe Prof j ig 
题 , 其 一 般 铺 论 包 食 在 下 述 例 2 rh. 
BI Pia) {e} 为 两 组 数列 ,其 中 as 0, 使得 
EC f 
那 末 a, 可 用 Boll 多 项 式 表 示 如 下 ， 
a Y, (az, fas, t, faa), fy (~ Dilag. (2.86) 
4 Fu) =u t, u= gG) m, ame, W o" —f(g(D). 
于 是 q = Die] o = DIUf (gO) Casa, 
BREL GO.92 WEISE .905X, CONT EGET.) 
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从 Riordan 的 著作 中 , 恋 考 还 可 以 找到 运用 Bellis 
进行 计算 的 其 它 例 子 . 


$8 pJ% Stirling Zt 


本 节 将 概述 两 类 Stirling 数 的 一 些 基本 人 性质， 如 世 知 
阶乘 画 数 合 。 在 组 全 分 析 与 有 限 差 分 学 中 的 地 位 和 知 级 数 
(n0, 1, 2，…") 症 数学 分 析 中 的 地 位 具有 同样 的 基本 重要 
fk. EO OJ- { AE WE 25 8k 36 H S HEIC ES 3k, mI Stirling 
数 正好 是 这 两 套 车 庶 之 间 的 变换 系数 ， 所 以 Sürling 数 也 就 
理所当然 事 又 常 出 现在 许多 具体 计算 之 中。 Oh., Jordan 在 
他 所 车 k 有 限 差分 学 ?一 书 中 ， 普 特别 强调 了 Stirling 数 的 重 
Z PRERA EGE- EREA AARE 
用 . 

Z š EY TE S S a dk h: 2 EL, D — 82 Bu Br Bë EX 
Xo =1, Hast e (= el, RAN 
S m, HF S, DERA RRETA Stirling Erud] 
BEHT: I 

(Dac ND, 0) — S,(0, 0) —1, 


(D Si, E). Q0), (2.87) 
k= U 
bm SQQ E. G0. (2.38) 


EITRI O if ARIS Sala, P) 与 Ss, E) 的 发 生 
HA, BERENGO (6-0, 1, 2, eo ARRENA. 
NOR Orr (ue Gerd, S5 (2.378148 
n+l 5 4 
ESti, p= $ Ss, Etna Si, De, 
Eb =Ü f ubi 
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We A SCp ua A ning xd, 便 可 导出 如 下 的 递 推 关系 ， 

Bil, h) = S.G, E—1)—mnS.Q, b), (2.39) 
再 注意 Da i= 1( 1). Gk) -t(0s— k(0,, X18 (2.88) 
可 得 


pH SS, b («71 33840, E) (Ds 


=È S,G, D Osa EC. 
BO cup E b FRERE A: 
Danti, b =a (n, E— 1) bs (n, E, (2.40) 
根据 定义 等 式 (2.87), (2.88) TER, KAH k= 1, 
2, +=, n, nz O0 REUS Stirling 数 才 不 为 0。 RERS A ES 
知 的 初始 值 条 件 
S1(2, 2)—-1, 8i(,1)-(—1)"(—1)!, 
S,(2,2)—1, S,m,1)-1 (n-1, 2, B, +B 
出发 ， 累 次 利用 递 妇 关系 已.89) 与 (2.40) 即 可 逐步 造 出 两 类 
Bg ER 32. 


5i Stn, K) 
k | | =s 
~ 1 2 3 4 5 8 
2 M 
| 
1 1 
2 一 1 1 
a | 2 —3 1 
4 一 6 11 —ê 1 
5 24 —50 35 | —30 1 
6 — 120 974 | —258 85 — 15 1 
k 


* 2 Ss (n, R) 


k 
工 2 3 d 5 B 

n" 人、 

1 1 

2 i 1 

8 1 8 1 

4 1 T 6 1 

5 1 15 25 19 1 

6 1 21 90 65 15 1 
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由 于 Suring 数 对 统计 计算 也 很 有 用 ， 所 以 近代 统计 数学 家 
BEC EAE H E KJ 3 a SR. 
应 用 移 位 算 子 与 差分 算 于 可 算出 


tH toog; i J o= > D» 


BE sC 30k t Bg > REMAR, BPELSCER LCEJE— F t MX 
SCORSA, 以 此 与 42.838) 相 比较 , 便 立 即 看 出 


S, (n, k) = = Ap, (2.41) 


这 表明 第 二 类 Stirling X55 EPEEGEHZS— EAT. XH 
第 五 节 中 述 及 的 育 关 高 阶 鹤 癌 的 昆明 表达 式 , 还 可 将 Sx(n, E) 
XR 


S, (a, D= C 1) , yr (2.42) 


但 关于 S: (n, E) EAST TEGRCFE TE] SH ERU SE sN 
如 果 利 用 关系 式 (32,38) 代入 (2.87) 式 的 右 端 ， 则 可 
得 


De Ber, E) ES, DO 
= A(Ese 556, D) On 


ERGO, (Ou Oa 0, Oa HEAREN K, MERER 
左右 两 端 得 知 


È Sala, B5, D = ds, (2.48) 
X338 8 (2.917) A (2.88), 则 同样 可 得 
È! Sala, Ey Sy, 太一 8 (2.44) 


ERARE Stirling 数 之 问 存 在 着 香 互 正 交 关系 . JE 
Aya- gk, UET A PE- -HERAA RERA 
R): 对 任意 数列 (ed, 02, 假如 


e. $ Sla, b) bz, (2.45) 
则 有 
b= Ss G, Ea, (2.48) 
k= 


El, 38 (2.26) 为 已 知 ， 则 丸 可 从 而 导出 (2.45). Bl, 
(2.45) 与 (3.46) 症 一 对 关于 数列 变换 (线性 变换 ) 的 等 价 关 
AR. ARASEN. 45) (2.40), 

下 面 我 们 来 寻找 Stirling KAHRA REDA. 首先， 
H ZR ra dg 8] 10 CU 


to k a n AEn c ^ 
(ely 0 SO ot Sala, E), (8.47) 


Ë! Chat EL £, mn 
显然 这 就 是 S, m, DRA A A R. 
为 寻求 Sin, EDGE GOES EHE p 32, 可 采用 Blissard ju 


假如 用 bgU te RRE 4, BUT 


"n . NE 
gf uie] 一 Lu)? = x( L e 
k 


EUR u“ 一 et， 
其 中 (ej 二 (OD ata, [RE S, E) 8 SUI 


(a) ^ =$ Dih, E) Gr. Gm. 
k= 0 
努 一 方面, 可 写 出 
"TEE log (1-4-:3]* 
e?! oscltui] = Oy [ Í ( : j ， X 


a zn, 
f-o $I " 
UH 
ES rog (43a ]1* =, (ay, un 
< Be 一 一 => 
£= &! ace R! 
vU Gar 
Zap ge Pros 


-È Üy > = S, G, k), 


ERA a RES ox EE, ER n Bin, A BE EE 


T í N1* ca 
[og a 1 -52 (n, Ë). (2.48) 


Stirling rds B 28d SETS vm (BI, PE XAR, 建 
UE Jordan mympfu, 


$9 BUE T RUBER 


AERAR T URGED ECEHU AIC BEI HI, WEEN 
ARLI RR S P, MERR 8 48 80 SSK J ly ys 
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沽 级 甫 对 应 起 来 ,这样 便 可 以 天 大 简化 某 些 统计 量 的 计算 . 
PE o 为 离散 随机 变量 ， 取 互 斥 的 仅 有 可 能 的 数值 us, 
Ua, tt, Un 且 其 相应 的 概率 为 py Pa +", Pa. 则 
35-1. 
T, 随机 变量 z XJ Ex (= 0) B9 r RERED 
mm 一 六 WD (r—i, 2, +), (2.49) 
特别 , H 'r=0, mo—XYp-l 
KEE m 通常 称 为 概率 分 布 的 平均 值 。 随机 变量 2 
对 平均 什 的 7 次 第 量 定 义 为 
M.- Du mop (r=1, 2, -),. (2.50) 
X p= 0 hr M = 1, m r=1 W MiO, 
平均 值 有 了 时 称 为 定位 参数 ， 因 为 它 是 概率 分 布 在 数 轴 上 
定位 的 一 个 度量 、 对 平均 值 的 撼 又 称 为 中 心 矩 ， 因 此 对 平均 
fi — OUR UL RO Dopo ss, BU 


M.— Su m)” p= o*, 


ix X ner "tty Ze Sr" (parameter of dispersion), E ERER 
率 分 布 离散 程度 的 一 个 度量 , 有 时 也 称 为 “方差 ”(variance)， 
其 二 次 方 根 a 称 为 "标准 方 效 ”， 

还 有 两 念经 常用 到 的 矩 量 , BH 

A/ Bi — Mg’, BI = M,/ Mi- Marot, 

V Bi Fl EAS E A OPREA rh ly A E HP, 
Ba 用 以 描述 概率 分 布 的 宽 众 程度 大 出 分 布 宽 ，Ba 小 则 
RAR, 也 就 是 分 布 较 尖 . 

有 了 上 述 一 些 基 本 知识 ， 我 们 就 可 以 引进 这 些 短 的 发 生 


HAT. 为 方便 起 见 往 干 仍 采 用 Blissard 记 法 与 算法 。 不 失 
一 般 性 ， 可 假定 离散 变量 m Xx [8 0, 1, 2, Ue, Ryo, 3t d 


mo=1， 相 应 地 ,我 们 招 求 和 式 $ 3082 31. 


概率 序列 p) 的 普通 发 生 函 数 为 
P(O = po pit posta... 
神 应 地 , IR PA XB A qe CPU #E eR C BJ Ta 8⁄9 
| m) ero $i Pe), aem, (2.51) 


Wi oc ERU e 3829 R E aO | 
M (£) = gti c gno miti gom (gy, (2.52) 
这 里 只 须 注 意 Ma M. 的 定义 


— dna, M= M, = (mm), m" = na, 
使 可 立即 验 明 (2.51) 与 (2.52)。 例 如, M51) 5 95 h 32, 
显然 有 
Piel) = 之 Be = P2 D! 
] B - ^ JH 
-iiaf-X gmt m), 
至 于 Ma = (m —ma)" RREME, t p| B EE HEAR F, 


- Al 
Mo Xmas E| Coma wp, 


n 
-x ?mm Kme ma)", më = hx, 


HAREAREN, 它们 的 定义 务 别 为 
(mjas m(m-1)-(m-—54- 1) 
= S (n, mA) mem (2.53) 
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Ba = IC >f ' )> m =m, (2 ` 54) 


n! n 
于 是 (Gm); BU 48 8228 22 3: i CT HA 
DE SAY 4 yu S "E % Japim 2 mlog(1 


T 
= P(g*UueycpübopD, MEE My (2.55) 
X B, HEER E GS CRT A 


BG) = gsr- Je. e^" Pr), (2.56) 


Mmi h (2.51) 55 (2.56) Pb 
a) - Pre i)- Bii), (3.51) 
Z bh, SH NUK: BW hi AROERI Y 


Era] š PO) | int) | B(:) 
P t. | log š 1-1 
mé e | t gt—1 
EQ Iti ! log (i4-£) t 


KERET RAAE RA. PAi, MEWE 
列 得 知 PO =BG- D, LEEREN URJGPIMGS 如 的 系数 可 得 

Su W E sa EC, C2.58) 
实际 上 这 是 包 .54) 式 的 反 演 , 它 表 朋 概 率 p, n eL REE 
计算 .在 许多 问题 中 阶 芭 和 失 较 易 确定 , Pri (2.58) 这 样 简 
单 公式 也 很 有 用 。 x pm, 从 表 中 得 知 

Bit)-m(üog(14-5), m()-B(e'—1) 

JÉ—ÓX H.E OR. 从 前 一 式 中 可 得 
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Li 
BD "sl+t) = T Thy (Ing Gto ; M= Mp 
k E 


再 者 ， n 
BO = PUH = mS on). 


=> m Ame, 8) 

-Xwm, Si, b, | 
比较 两 式 右 端 m 的 系数 便 得 到 Si, E) 的 发 生 函 数 (参阅 
(2.48) 式 )， 同 更 , 如 从 后 一 关系 式 m(t) =B) HR, g 
终 比 较 (mx 的 系数 , 便 可 得 到 S,(n, E) B 2 tE ER HG. 


统计 中 还 有 一 种 重要 的 发 生 阔 数 ， 即 关于 累积 量 的 指数 
型 发 生 库 数 ,这 在 第 7 节 倒 1 中 已 经 讨论 过 , HAR. 


$10. 级 数 多 重 分 其 求 和 法 


TEZL O8 E c ECBUS LB, 我们 来 介绍 De Morgan 的 级 
SR yl Sp. 本 节 内 容 系 取材 十 Riordan ñus E (D 
该 书 第 二 党 未 的 若干 例 、 习 题 )， I 

HARG RHM Ph AI RAG A KOK 30 — R 
数列 如 果 能 够 将 该 数列 对 应 的 发 生 函 数 确定 出 来 , 则 从 组 
合 分 析 观 点 看 , 就算 解 决 了 问题 , T8 7S PU: E 8 Sk a OK AUR 
序列 , 这 往往 可 接 一 种 标准 的 数学 分 析 手 续 去 完成 

Bin, 给 定 下 列 两 个 级 数 : 


oj Jn nm 


Td 2k kz=0 
2k C 


s pem Gri) 
en 1 


25-1 

为 求 ay 与 b, BUR ZU CHE HE AD BE PD 
' -1 —1 

可 . sus Ju) "C ) 由 人 简单 的 计算 不 难 验 
T T T—1 

Bj 


) >o, 


I gei = Gy F Duas, 


Dirt = ud by, 

E, $E ACD -ES, B= > b, rh ca =1, bə=0, 
En] Si BER SEPT B 
| ACD - ACD) + B(t) 41, 

B(t) = tAQ) HBG), 

RE ICE Ayapa y (IET Sj 
AQ) - (Q-,0[0-0*—107, 
B= [Q], 
又 例如 , 设 bo=c0+0:0, H. 
" | AE )es 
aJ 


E k1 f 
aml otl s Jo 
Q aa iua 
yer) (59)... =o 


(E atly Ei 
^ a) s J+ Haea un 
SMAXDMUEH IU. LASEN 
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n. 
V 
D 


Oppi Os Cni, 
Duci GT bz, 
Gra = 554-05, 
出 路， 报应 地 可 导出 三 个 发 生 函 汐 AG. BO, C(Ó ZB) 
(AC) —i-tA 0) -- (5, 
Í BESAD, 
| OCDO = BOO tC (D), 
BHI M p ar TE ERIS 38) 5T Z tE Bš šE 
AQ) - Xi ai*- AA, 
B() -Mbf-1 DGA- 


AOP So Pae, 


上 述 二 便 的 思想 方法 ,可 以 推广 到 一 般 情形 ， 假 定 c, 5, 
e 均 为 非 负 整数 ,而 a, bce 3123 3k 


k+ ja k k+a kt 2a 
“号 人 y) (s)he ) ai 六 
的 求 和 问题 ， 记 {awl 的 发 生 医 数 为 
Alha, 5, e) -- Go 十 gt 二 ga 雪上 十 
则 仿 上 销 列 出 联 立 方程 后 即 可 求 得 
Alh a, b, O =PO [0 £e gm] 


(a, b«c), (3.59) 
显然 上 述 二 例 中 的 结果 都 是 公式 (2.59) 的 特例 、 l 
特别 , 对 于 ec=0 的 情形 ,可 以 用 直接 方法 获得 如 下 的 显 
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L k f k . É 
P PG b 436 res) Je 
(be). (2.60) 
Xu WE (2.60), 竺 证 下 述 简单 可 理 ; Eivi epa) 
=e, 则 对 任意 正 整 数 o 和 mm， 我 们 有 


pS (nici /o) 位 S410 (mode, 
ex TITE — 
£UP Tm e, M inc (mode), 


事实 上 , 354 ma ==0 (mod 四 时 ， PREH D lao, XX m = 0 
(mod e) Bf, 风 exp(2m=i/ey J, Mf 


A ex (Emi). l-expi2mmi) 2p 
> bt [—expidmé/o) 7 


4 Co exp(27i/0) (EI ER L o Dc RORGED, WJ SE CHR 


1 Lese Ef AR po 
AU š X, JA M 
x f Ë 
"+ a( , j; exp —b)j2mi/o) 
-1 SEMS M p—b=0 (modo } 
e€ c) p flo, 24v —5z0 (mode) 


Eno G x M ) 


因此 只 须 指 明 上 式 的 左 端 可 家 示 成 (2.60) 的 右 端 即 可 ， 注 意 
(Lr) YY | 


一 {1 十 gie Kg-S39/0 _ (e^ cHÁS | aT Ra gE- abya fia 
= (2 cos zy (cos 14 【二 一 2 2bimj +isin DaN, 


但 因 级 数 和 为 实数 值 , 故 知 
23 (14-558 £^ 


_ ,Tj {k hai 1 
> [2 eos zy (os Le 
XB SEHR 3X2. 60) BJ BF EH. 
特别 ， 于 公元 中 到 9 :3, 6 —0, 1, 28], 则 可 导出 下 列 三 


O Gems 
pertes 9), cm 
$i 


(2+ 200s i ) (2.61) 


(5 E (s je (2-720) EZEZ), (2.68) 


类 和 伺 地 可 TAHZEN: 
AM Y 36 or NT 2 GA 
S) (rene De Tr) C68 
n 4n 
E peona, (2.65) 


tL E (2.61) (2.65) 诸 等 式 的 详细 验证 , 留 给 读者 自行 完成 


4 sp 
zx Em 


对 于 组 合 性 质 的 事物 ,常常 遇 到 计算 个 数 的 问题 , 即 计数 
问题 。 在 第 二 章 中 我 们 已 经 举 过 一 些 侧 子 说 明 如 何 应 用 发 生 
函数 去 进行 计数 的 方法 . 除 发 生 函 数 外 ,还 有 两 个 特别 有 用 
的 计数 工具 ， 一 是 自 米 已 古 的 “ 灾 义 分 类 原理 ”， 二 是 近代 组 
合 和 分 析 中 的 “Burnside-P6lya 计数 定理 "， 前 者 只 须 利 用 简 
单 的 组 合 性 等 式 即 可 证 明 ， 后 韦 需 要 用 置换 群 的 菜 些 基本 知 
识 和 循环 指标 的 表示 方法 ， 我 们 将 尽 可 能 从简 单 的 例子 分 析 
出 发 ， 来 羡 明 这 些 计数 工具 的 基本 思想 和 运用 方法 。 本 章 中 
只 讨论 交叉 分 类 原理 下 其 永 用 , 关于 Burnside-Pólya 82 Bl BI 
GL B. 


$1 交叉 分 类 原理 


证 我 们 先 从 两 个 条 单 的 例子 谈 起 ， 

$81 在 由 15 人 组 成 的 出 国 访问 的 棋艺 代表 团 中 ， 有 9 
名 围棋 手 , ? 名 象棋 手 . 其 中 有 3 AGRIS SUBC e H 
th 81 8 3E SCTE JL A ? 

CE GETEBDPLEHS BUB 3 名 横 手 在 9 名 围棋 手 和 7 名 
象棋 平 中 都 被 算 进 去 了 ， 所 以 在 9 二 7 一 16 这 个 总 和 中 ,3 名 
RECETA. RREH, 16 har T — 3, 因而 代 . 
表 轩 中 具有 横 手 身份 的 成 员 实际 上 只 有 


(94-7 — —8- 18 (名), 


"T— Be bn T Bem “排除 ”的 原则 ， 因 为 
(9 十 站 中 包含 了 棋 手 总 数 ， 但 对 双重 身份 的 模 手 各 密 算 了 一 
次 , BILETEM 3 RAER THERA. 

本 是 中 所 求 管 数 册 为 

15— (92-7) 48-2, 
RRHH 2 d Et E, 

(82 煞 党 系 三 年 级 甲 班 其 有 有 
学 生 30 名 .在 学 完 黄 语 的 基础 上 上 ， 
本 学 期 又 开 了 日 、 德 、 法 三 门 外 语 以 
供 选 修 ， 班 上 选修 月 语 前 有 19 A, 
选修 德 、 法 语 的 各 14 人， 同时 选修 
A, 德语 的 有 ?7 A, adn 法 语 和 法 、 德 语 的 各 有 入 人 ， 

三 门 全 选 的 仅 存 3 入 ， 冶 融 斑 中 本 党 期 未 选 外 语 的 学 生 有 几 
A? 

TRHbSEBRARACGESUBIE— A, FEBmEDRÓTILE. HE. 
Fs, E, 分 别 表 示 选 修 日 、 德 .法 各 称 外 语 的 学 生 集合 . 以 如) 
dud 召 中 记 包 会 的 点 的 个 数 , rA RIPE. 

n(R.) —18, n(E.)— n(ES) — 14, n(E E) = 7, 
n(E FE) =n Ebo = 6, n( B, E, B, = B. 
Jy ToRIBGRGEPPRHERU SEA saa Hae T PTE ( BH 2 
少 选 一 门 外 诺 ) RUSEA ACE, 冯 此 让 我 们 先 将 选 各 门人 外语 前 
人 数 统 统 规 起 来 , 即 nCB Hn (E) 4-8 (F4) —15--144-14 — 
43， 这 当然 大 大 超过 了 班级 人 数 , 但 这 并 不 奇怪 , 因为 凡是 同 
时 选修 任何 两 站 外 语 的 人 数 均 被 计算 了 瑚 次 . 这样 自 然 就 想 
ATER, HRA n(ELES Mn CELES) Hn (E44) — T 


6-619, 和 平 基 得 48—19 -24, MWAO- ERIS AS ERR 
现 这 24 还 并 非 是 选修 了 外 语 的 学 生 数 , 这 是 因为 仅 选 修一 种 
外 语 的 人 在 43 (第 一 次 包含 ) 中 各 被 算 了 一 次 ， 只 选修 两 种 
外 语 的 人 在 4 中 各 被 计算 2 次 ,但 在 减 19 《第 一 次 排除 ) 的 
过 程 中 又 各 被 减 一 次 ， 因 此 也 等 于 说 在 24 中 各 被 计算 一 次 . 
但 问题 就 出 在 三 门 外 语 爹 选 的 8 人 身上 ， 这 3 个 大 在 第 一 次 
包含 中 作为 ES E, Hs DG 38 AMORE T 3 次 ,但 在 第 一 次 
排除 中 作为 ELE. H.E, E.E. 的 元 索 又 各 被 沽 控 了 3 次 ， 
因此 在 24 pax 3 个 人 实际 等 于 没 算 ， 为 此, 要 得 到 所 求人 
数 , 喜 必 须 把 他 们 再 "包含 进来. .这 样 我 们 得 到 
48—19--8—27, 

这 个 "37 一 一 对 于 仅 选 一 门 外 庄 ,只 选 两 门 和 外 庄 ,三 门 外 讲 全 
收 的 各 种 学 生 都 计算 到 了 , 且 每 人 计算 一 次 ， 因 开 , 这 就 正 是 
我 们 要 求 的 选 了 外 语 的 学 生 总 数 ， 于 是 , 80—27—30 A), 就 
是 说 , 班 上 只 有 3 人 未 选 外 语 ， 

正 是 这 种 “包含 ”包含 多 了 再 “排除 ”排除 多 了 再 “ 包 
售 ”，… 用 “包含 " 利 "排除 "反复 灾 赫 来 达到 求 得 准确 答案 的 计 
数 方法 ,大 药 时 在 三 个 世纪 之 前 , 就 已 经 被 大 们 发 现 ， 并 将 其 
Ax NM ER XX RR 

EE NA g HEE Prinsipe of inclusion and 
exolusion) HAN 个 事物 ， 其 中 有 些 事物 具有 性 质 p, po 
2 中 的 某 些 性 质 ,， 令 六 :表示 具有 2 性质 的 事物 个 数 ， NS 
EREA m Ron, ERRIRE, áb idsi, jxo. 
由 此 定义 ,Ny 及 Nga 应 代表 同一 数值 , 3E RUCSER. po m; 性 
质 的 事物 也 认为 具有 和 性质 p Hp. EHE, YE 

Nass 7 FU PER Du, Di, 2 的 事 特 个 数 . 
那么 , N 中 不 具有 任何 狂 睹 的 事物 个 数 即 等 于 


Nos N- ZN; TENE Mate 
uio P^ Nias tf 
| 十 [一切 sis。 (8.1) 

KETA, 如 果 将 选修 了 日 语 . 德语 .法 请 分 别 看 成 是 具 
AHED po Da, 2a， 则 多 冯 恰好 是 此 原理 对 于 三 个 性 质 的 情形 
的 应 用 . 

在 给 骨 定 理 的 正式 证 明之 前 ， 让 我 们 先 来 对 公式 的 绩 鬼 
TE Hc EDILAMPT Core BU — DEP Bi fEPM Ru Bee). Ju Y KH N 个 
事物 中 不 具 尾 何 性 质 前 事物 个 数 , 当然 只 要 从 N HRAD 
其 甩 一 个 许 质 前 事物 的 个 数 厌 可 以 子 。 信 至 少 具 有 一 个 性 质 
的 事物 的 个 数 LAE 

SED N, — Nr > Niue 


T (— ly i > » Nude 

MODI usus 
RERA TE — ELS 之 M, 中 确实 把 具有 任何 一 种 性 质 于 
物 都 计算 过 了 ， 但 却 把 具有 了 种 或 两 种 以 上 性 质 的 事物 各 多 
AUT PCT. 例如 , HARRAREN p, p. 的 事物 ， 在 NS, N, 
中 都 种 寝 计数 ~ 次 ， 记 以 就 出 现 了 重复 计数 现 浓 ， 第 二 项 
-2 oa 用 训 在 于 把 重复 计数 的 对 象 个 数 再 排除 出去 但 这 
样 一 来 , 又 会 出 现 排 除 计 多 的 现象 ,虽然 在 各 式 > Ni Ny 
中 恰好 具有 一 种 或 天 种 性 质 的 事 遇 都 正确 的 计数 了 一 次， 但 
APASPA ROB pn ps, p HEARR- -AEH 它 在 之 Nip 
- 3 
HEU. SETEK M -ENa 中 又 被 排除 了 E 
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次 , 结果 是 一 次 也 没有 保留 , 所 以 又 颁 敬 HN 中 的 一 项 去 
补 还 它 一 次 ， 仿 此 类 推 , 可 见 S 等 式 的 右 端 
EN-CENQQJ-ZXENiua-e 
的 得 和 式 正好 起 车 盈亏 相抵 的 作用 (加 多 了 减 , 减 多 了 再 
加 )、 至 主 这 样 斋 、 减 下 去 , 最 后 所 得 到 的 公式 是 天 就 正确 , 38 
就 要 看 对 任何 一 个 具有 性 质 的 事物 是 否 都 淮 确 地 被 计数 一 次 
T, 而 这 正 是 下 面 证 明 中 村 严格 验 明 的 素 ， 
证 明 ”假设 入 个 事物 中 的 任 一 特定 事 贸 T 刚好 只 具有 
k APER po pa, cy ROSES). RIER Y NS Nas 
Np HER--U, BEAAM SN 中 显然 一 共 被 计数 了 


fk f .- Ë 
(1) K. PEN, 在 和 式 23 Nu megan )- 


1 ^ sh = LE MA fT M. fa 
uw G 1). mI, pude P3 mu 
S- 之 YN, -Z NAgq4Tcr (71) AN IQ a 


中 一 其 被 计数 的 次 数 是 


全 er 


-1—(1-1)*-1 QX), 
这 表 阳 具有 性质 的 每 一 事物 在 器 中 者 被 计算 一 次 , P| u S Bp 
STRAIE A EE tB B bu k q. Pj ük 
N.-N-S, 

GE RDTGCHTESN p ERREDH. ERNEA, 

现在 假定 r1, Ap REOR N 个 事 亏 中 恰 只 具有 + 
^r TE FUR SEES 3k, EIN Qr) Eo XXIHÉC HL, Dg 

定理 


— B4 -- 


T i 


PAN š r+ Ñ ; 
NC) 7 + 2, Yea- ) > Nass . 


k\ _ 
Dr XD Ns 


ti < dy 


+= Cp rom (8.2) 


HA 同 定 理工 的 证 骨 一 梓 ， 只 须 注 意 在 石 端的 和 式 中 
对 每 个 民有 少 于 ?个 性 质 的 事物 均 未 计 入 ， 而 对 于 每 个 恰 只 
AUS o AS EE t Bi dt 物 均 在 和 X, Nu- „BHAT K. 为 了 
论证 等 式 的 嘉实 性 ， 只 须 验 SENAN k ATEM rh But 
ESHT HEAT O Kal f. EERE, RT ZEN 
式 中 被 计数 的 总 次 数 为 
r+3 
(a r ) 
k 


EHAN) 
M 


Dd . 
(8 eo^," J-» oo 
Ts p 


Gw LAE KB IEEE REGES — XE ES = "5 rH #l 3 hj S sÑ 
(2.4)), EREE, 

定理 1 和 定理 2 和 客 易 推广 成 如 下 的 一 般 形式 , puk S 是 
— N 元 集合 ， 假定 对 每 个 GC, GUGUP 4 E (REK 
“RU, ENW (a), $ P 3888 -—tB WEB pi, py, … Po， 这 5 个 
TERRI EIB UR — A š 元 集合 P= (pi, pa, o0, 95. < {pas 
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Day tts p} +P 的 一 个 T 元 子 集 . x4 Win, pa, tt Pad 
RES 中 一 切 至 少 同 时 具有 人 性质 Po Po “o D. ZWARE 
HIGH. xinW(n)-X€WOb, paco p), ETUR 
呈 内 的 一 切 ? 元 子 集 ， 特 别 , 令 WORE S EAr — V6 
的 重量 之 总 和 ， 有 了 上 面 的 这 些 定义 之 后 , 就 可 以 报 述 如 下 
一 般 形 式 的 包含 排队 原理 ， 

定理 dE EG 下 示 集合 S PRERA r HERR 质 的 所 
AGO. MARETE FPL š 


E-W" Tweens! ptt 
一 十 CD . )w (s), (8.3) 


TEE, e r-o, 则 得 

EO -W (0) CW (D) --W (2) —4-C—-1)9W(Gy, (3.2 
RRES PRAA P Hii RONA OUI CRT, 又 
dnd ME ROGER IREME A 1 j, MARG 4) LAE IE PE 
工 中 的 公式 [3.1 (3.9) EE E BE 2 HAARD, EPE 
理 的 证 明 , 则 完全 同 定理 2 的 证 明 类 似 , 读者 不 难 自 行 补 出 。 

必须 指出 , 为 使 包含 排除 原理 能 有 更 大 的 应 用 范围 ,对 集 

合 中 的 旋 隶 引进 “重量 或 
"BC RE ARE be d XE 
的 ， 例如， 试 考 碟 三 全 思 
WEE S,, Sa, S, 的 面积 
计算 问题 , WER, Si, 
Ps, Sas, Bos 分 别 代 表 各 
区 域 的 相交 部 分 , HI 
Bis = SN Sy, S. = S, Sa 
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Bas = af Ss, Sag == s.n Sa Ss. 

假设 已 经 知道 所 有 这 些 区 域 (包括 相交 区 域 ) 的 面积 ， 试 问 怎 
样 计算 联合 区 域 SU Sa U Ss ROG 

因为 面积 可 以 取 任意 实数 舍 【未必 是 整数 )， 所 以 这 里 
磺 到 的 是 个 计算 问题 再 非 计数 问题 . 但 只 要 把 Su, Sa, Sa 
Sis c 等 等 分 别 看 作 是 其 有 性 质 Pu Pn Du D: 及 po 等 等 元 
素 的 集合 (注意 把 每 个 不 可 分 的 小 块 看 成 是 一 个 元 案 ， 著 以 
点 囊 疙 的 余 集 , 则 本 疼 一 共有 8 ;个 这 种 小 均 ， Eg SN SaN S5, 
SiN SN Se … EA S, 1 SS SS, 而 对 于 包含 在 访 中 的 小 岂 
就 说 是 其 有 性 质 )}。 现在 把 相应 的 面积 m (5 8 fE ú 55 
SARRE, 则 芒 题 便 化 归 成 定理 3 所 说 的 类 型 ， 因 此 ,所 
R S1U SS U Sa HERRE- 

mõ CJS) = Sin 8) — Gn C82) 


-l-re (S. dm (Sua) ) + d Sirag) . 
TRUE, FEDRIBTEDOML RopnUA dE R-S USUS 来 说 , 该 余 
RARR ART? 


mCR— S, U SUA) 
=m (R) = Momo m mV mu. 
A 1 ied 
用 类 似 的 考虑 ， 柯 以 从 定理 中 S SHE IAE JBA 
DE 
定理 和 
mâ E)-* zm Ea — 2" m LEES T ; >. E, B En) 
os BR 
+(— 1) "m Ep dé, (3.8) 
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EA, SES 4 的 结论 不 只 是 对 平面 上 的 可 测 集 合 E. E 
确 , 当 我 们 考虑 的 是 某 个 可 测 空 间 (Q, F, m) CE REOR = 
元 组 , 驴 是 基本 空间 ，. 多 EO HTE Borl i, mE F E 
的 测度 ) 的 可 测 子 集 时 , 结论 也 仍然 成 立 ， 俏 车 全 空间 的 测度 
是 有 限 的 ( 妈 |m(@)|1<cc)， 则 应 用 集 含 论 中 的 对 但 原理 , 出 
定理 4 立即 得 到 它 的 等 价 形式 ， 
EET 


m A E.) = NE (UE) = mD — mm 人 E) 


-m(O, -E mE) + mE E) 


- F mE) 

ajai 

tee +(—1 D mQESeEQ 
ded 

++ (dm. (8.6) 


aX G.5)f (3.6) xc Wb FU EE: SE n GER CRUCE B. 

让 于 在 上 述 的 诸 公 式 的 构成 中 ， 不 断 的 使 用 包含 和 排除 
的 思想 ,所 以 由 此 得 到 的 公式 统称 之 为 色 含 和 排除 原 还 , 有 时 
也 称 为 盈 气 原理 或 备 志 少 梓 法 ， 又 在 证 明 中 经 常 要 考虑 到 元 
KRANAR AER, 按照 性 质 来 对 元 京 分 类 ,所以 这 种 
方法 还 有 另 一 个 名 称 一 x UO SEIR ER, 


82 在 排列 组 合 问题 中 的 应 用 


例 1 试 确定 不 定 方程 mstm-bm b m.-20, 满足 要 求 
TO 有 6 0r «T, dx v;«8 fi 2«c«0 的 整数 解 的 组 


3. 


当然 可 以 用 第 二 章 所 讲 过 的 发 生 画 数 的 方法 来 解 本 题 ， 
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但 在 此 我 们 却 采 用 -… 种 通过 可 观 分 析 的 区 法 各 助 于 交叉 分 类 
原理 来 求 得 答 至。 所 用 的 方法 对 于 同一 类 型 的 其 它 问题 也 不 
ARE. 

首先 注意 ,方程 melee me rr 为 非 负 整数 ) 的 非 
负 整数 解 的 组 数 就 是 n 种 相 异 事物 中 人 允许 重复 (重复 次 数 不 
RD Er 个 的 组 合 方法 数 ， 而 据 第 一 章 第 一 节 公式 6 知 这 就 


n+r—íÍ 
是 04b Ri l, Z= 2, Z= gÍ é, 247 m | —2, 
T 


则 问题 化 为 求 方程 所 十 二 2a 十 太一 20 一 7 一 13 的 满足 条 件 
OAKA, 0 OKKA, 4 的 整数 解 组 数 ， 
将 北方 各 的 所 有 非 负 幕 数 解 看 作 集 合 O, MELKI 


IRAI 
4+18—1)\ [16 
8-0 )-($)- 59 
18 8 


《记号 nCO)SEZR Q b BLAA G 3 BJ AXO. 对 任何 一 组 非 负 整 
SE C, z <; Za; 24) 以 TENE Yn 表示 2,22 6, Pa XE 23228, Ps E, 
AR am DIE p 3228 m5. MIE 1, 所 求解 组 数 就 是 


=N — SiN, TEN PN N i t M isa, 


Et Z —n—90, ED N: 就 本 方程 2 ndn nm i8— 6 
| 74.8 
Mi cum. Aem 
fa, 不 难 求 得 Ni = 586, Ny = N, = 165; Ni = N i =: 10, N og = 
Nas, >= 1, NL] = 20, 其 它 的 Na AAR NB Nias 统统 为 
0， 代 入 得 
: No= 560 — (1204-56-25 165) 
+(2x10+2x1-4-20)=98, 


BI2 假定 有 ”对 夫妇 参加 某 舞 会 约定 每 一 男人 必须 
邀请 除 自 巴 雪子 以 外 的 某 一 女人 休 舞 ， 问 所 有 可 能 的 件 舞 方 
法 数 共 多 少 种 ? 

FRH L, 2, …, n 这 % 个 数 所 作成 的 排列 ， 对 于 这 排列 
中 的 第 亡 个 位 置 , 称 为 是 数 上 的 自身 位 置 ; 使 得 每 个 数 都 不 在 
其 自身 位 置 的 排列 称 为 乱 序 排列 。 品 然 ， 所 求 的 伴舞 方法 歼 
就 是 长 度 为 n 的 乱 序 排 列 的 总 数 ， 将 这 总 数 记 作 D, W D, 
即 是 此 俩 的 答案 ,现在 我 们 用 定理 1 xe D. 的 表达 式 ， 

4 Q Xm 2, , n PERR n! 个 不 同 的 全 排列 的 
AQ, 以 RREAN i Sa EGO, M 

— (n—1)1(6— 1, e, n, DAS XH EISE Led un 
M Naam aD TE. 
nÀ 
1j77 工 十 十 com je- EJL 


D, = Non 71] 4 


qe CD Jom: 
n 
关于 乱 序 排列 的 这 一 公式 , EE 1718 年 就 移 被 Mont 
mort 找到 ， 值得 注意 的 是 ， 对 很 大 的 站 要 想 用 此 公式 去 计 . 
算 D, 的 精确 数值 却 十 分 不 易 , IB 2 H p 2 充分 大 时 


1,1 | .1 
ra D re, 
B; ELLE EE TRI PE XE DU 


D,—n!/e, 
Bü Z^ WERE, 凑 考 虑 随机 排列 时 , 得 到 的 是 乱 序 排列 (譬如 
说 , 某 人 写 了 应 该 发 往 % 个 不 同 地 址 的 % 幸 信 ,对 好 后 竟然 筷 


填 地 址 , 其 结 果 没 有 一 个 地 址 填 对 ) 的 概率 即 为 D./n1, WAE 
似 为 1/e. | 
例 3 (x 对 夫妻 转 桌 入 座 问 题 ) 2e tc n RAAK 
SWESS, HHRAR BRAHAN, BOÁREXIICSEPS ACE 1e 
AH AD, 试 求 所 有 可 能 的 入 嘱 方 法 数 . 
光 妨 ， 设 想 让 % 个 女人 首先 入 序 ， 堂 在 女人 得 应 的 位 舍 
上 上 ,内 所 有 可 能 的 入 座 办 法 蚌 (m— 1) 1 种 (相当 于 个 不 同 元 
千 所 作成 的 图 排列 的 总 数 )， 对 站 个 式 大 的 一 种 固定 的 维 法 ， 
从 某 一 女人 开始 按 环 形 顺 序 给 以 荆 2, 8, -, n KWR, F 
古田 人 们 万 就 得 到 了 社 应 的 纺 号 -一 第 守 导 女人 的 浆 赤 称 为 
58 6E SA, MER 4 4 KAI iti +A 2188546 8 
RAR ç S EE (is 第 个 各 第 工 个 女人 之 间 的 位 置 称 
为 第 号 位 置 ， 现 在 侦 定 男人 也 入 好 了 座 ， 举 在 第 号 位 置 
土 的 关 人 的 号 是 && 则 要 本 这 种 入 永 合 法 ,必须 且 具 须 Gti 
4 光一 DD; 4 关 1， 这 就 下 到 (zw z … G JEF 
1, 2, *, n JERGX PAU PEP) ge 
1l, 23,4,u-1,45 
2, a, * o], L 
di, Ga, **", Gu 1, Ga 
h, È HMA RA E AOH E. 对 这 种 排列 我 们 称 之 为 二 
EARR., TERPKE RLR TERE Nn WEEL 
Pe 2 BJ Sk 3k U,, MERAS EREET aD Ua. 
假定 性 质 pita, = 4 Riti és 1); paian EX 1, 
则 U, 就 是 不 上 县 任何 性 民 p 的 排列 总 数 , LRE 9 228 
PREeZGRUU. BRI EA ¿ Wed Ni20m—1)1], 但 当 
kIBBLAGQsHLRIUEEUP ETE ER TEER d, ds, t 
%w， 因 此 我 们 不 单独 地 每 个 每 个 去 求 N... 而 是 对 每 个 点 求 
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整体 的 和 ， È, N pete 


BET EATERS a, on an 它 使 得 性 质 pi, s 
Do RAR CHI a = 5, R 4,701, HOS dmm E, a n sk 1), WJ 
我 们 有 (n—3) 种 办 法 将 其 补 戌 局 于 六 sa( 实 应 属于 Es 
En, 此 处 E, 表示 使 性 质 p, 成 立 的 排列 的 集合 ) 中 的 排列 ， 
于 是 我 们 应 该 去 计算 如 上 的 数组 (ss,，…，ew) 有 才 少 , F n 
TEI G 2), (2, 9, (3, 45, ^o, Qi-1, 0, Qs D. HMH 
每 一 组 (a a, rs ARAT EARS d, 第 各 
Av, nn BB d As a, LT s MAA BB B CAS EMS. 这 
RESET HE (as, au, … m) EARI L 2, 2,8,3, 4, n1, 
n, n, 荆 中 选 出 的 满足 下 面 现 个 条 件 的 上 数列， 

条 件 I” 任何 两 数 细 不 相 邻 ， 

FFE 头 必 的 两 个 1 不 能 同时 汲取 . 
具 满 足 条 件 T^ 的 数列 的 个 数 即 为 从 2% 个 位 置 中 取 册 天 个 
不 福 邻 的 位 置 的 取 法 数 ， 这 就 是 ( N BE 这 是 因为 对 
每 一 种 从 2m 一 十 个 位 置 到 出 万 个 位 置 的 每 一 种 取 法 , 将 被 
取出 的 个 位 置 的 前 6 一 1 个 位 管 每 个 一 分 为 二 , 各 向 后 推出 
一 个 空位 置 则 就 咸 了 从 2n 个 位 置 中 取出 k 个 不 相 邻 位 置 的 
一 种 取 法 , 这 种 对 应 是 一 对 一 的 )， 

而 满嘴 条 件 了 但 不 满足 条 件 ID? 的 数列 的 个 数 , BE 
就 是 从 2n 一 4 43 2 8, 3, 4, «5, n—1, n 08k] h X 
一 2 个 不 相 邻 数 的 取 法 数 


24—4— (k—2)--1V /2n—4—1 
Cas FO, 
出 好 有 即 得 所 求 的 Ca， n, mu) WRAAE 


一 ?a 一 


323 一 玉 十 工 2n—Eb—1 0n (t) 
k Hi 5 一 2 c" 
Ej BEY HIE m 1 BUS EILA AAH Bà 3C 
U,-nl —2n(n-—1)! 


eee (— 1 22 C 


2n— E + 
++ (—1)"2, 

84 自然 数 高 次 方 的 求 和 公式 

KIPRE LARERE ARA o KARRA 
式 ， 对 固定 的 正 整数 s ERIE EARE S TARE £ 
节 夺 用 的 不 同上 法 总 数 ; 对 于 任何 正 整数 1<rss 用 gt 表 
示 s 个 人 踏 上 7 PER, 但 每 节 车 月 普 不 空 的 所 有 上 法 总 数 ， 

s 个 人 踏 上 Ë 节 车 珊 的 所 有 可 能 上 法 可 以 如 此 区 分 为 互 
不 相交 前 s 2E. s 个 人 实际 踏 上 了 同一 节 车 是 ; s 个 人 共 踏 上 
BPEJ: …; s 个 人 分 别 随 上 了 YEM, Xs 类 上 法 数 显 


然 分 别 是 
e (Py (Ps. Ey 
Ë FU P y ( ys , | 8 Ja ” 


. f É 
kD ( je 


rl A y 


Je-b: 


EL Hur fe 


应 用 第 一 章 中 的 组 合生 等 式 人 .29 S - Qr 


他 十 工 


a N k 44 {nti 
2: ° -AeGU- x0). 
34 FJ JES E hj Ro 了 ， 应 用 交 义 分 类 原理 , 假定 Q 
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jaa 


是 s 个 人 任意 地 踏 上 上 WERNA TRER LEIE A, R 
n(Q) =r PLE ERA i TERETA, MAER 
有 性 质 p, 则 显然 有 N .= (r — Iy, ARH br Pf, 对 尾 何 的 
Laidi de h sr, 8 Mi. = rR, X Nue 0, F 
是 由 定理 1 的 公式 芭 知 


or 人 (r--1* «(em 


-DD 


代入 上 式 即 得 | 
$ e-d Si -d (7 n eo. 
+ 名 


应 用 第 二 章 所 介绍 过 的 高 阶 私 差 的 表达 式 ， 易 见 此 处 的 
q^ 实 即 十 0， 于 是 求 和 的 公式 多 可 篇 单 地 记 作 


n+l 
PLE xí 


人 十 荆 
55, ETRETEHA- 类 Stirling X 2 RII EAR, pt 
Xn id e.—stSs(s, 门 ， 于 是 求 和 公式 又 可 改写 为 


SI "NDS nl s! 8, (s, r) 
Pà = rli oy T . 


jso, 


83 对 初等 数论 的 应 用 


和 象 通 党 一 样 ,以 [表示 非 负 实数 % 的 整数 部 分 一 一 即 不 
超过 的 最 大 整数 ， 用 (sw, 纺 表 示 正 整 数 4 与 8 的 最 大 公约 


# EL (a, b)= 1 EER a, b HR. LU alb 3235 a BÉ 
整除 名 或 省 说 4 是 5 的 因子 ; 而 eb BUE e EGER. 

例 1 设 er, ea te, da 是 -组 两 两 瑟 质 的 正 整 数 ， 邵 
(n, 0) =LA, 区 谎 关 是 一 个 给 定 的 正 整 数 ， 问 在 从 荆 
到 ?这 区 个 正 丈 获 中 不 能 被 任何 一 个 a G= L. oo, s) SERRAS 
ER L 8 EI DART 

用 交叉 分 类 原理 有 末 解 决 本 题 风 乎 是 易如反掌 ， 因 为 定理 
工 中 所 需 的 诸 人 性质 已 经 明 然 若 扬 了， 将 从 到 ww% 的 所 有 正 整 
数 视 作 O, BL Q= CL, 2, -, ny. SHEH EC Q X 1«dxs, 
F aa s LE Boy qhi D. TÆ Ni ED Q rhgEdE a, 整除 的 
整数 的 个 数 , 1, 2, s, n 中 能 被 a, ARRERA EL SR RR 


n] 
gi 2, t, [2- la, 
1 


[e Amax-[AL Hf a uem, Bud 


Ni... [neu]. 
WH Wu Ze SX.) BI P Q 中 不 能 家 任何 到 整除 的 数 的 个 
数 为 
No = -X[2 à vl n ] 


- ' EL aty 


-=+ Opp ae], (8.7) 


. Gta ia 
数论 中 熟知 的 Euler p- AR pO REH E E 3| £ 
1 Ockan, (5, n) — 1L, MPA no HABES E 
的 个 数 ， 下 例 给 出 了 Euler 的 一 个 经 典 命 题 . 
例 & 设 % 为 任 一 正 整 数 , 则 
pin) ~a (1-2), (3.8) 
XX HL SUR REB SE PURCT PENA p GR n 的 一 切 质 因子 ， 
一 75 一 


. 令 % 扬 全 的 质 因子 :为 pi ps, …, pe TÆR p 作为 例 1 
PHJ a6 1, 2, el m. Traga i 


1 e. 1 | 
=%x% Í — + -一 一 一 
e) - Pity- CD 


ETES 


数论 中 还 有 一 个 车 名 的 画 数 , 叫做 Mobius pg 3k (n), 它 
Bo zT. 
n) =1, 
pn) 0, 91 n f£ — FXCE 1 REESE EE SERI, 
BÜpipa spe) = (—1)*, Ei pr, pa, cc, px ARR RCRUM, 
引用 已 函数 ,可 把 (3.8 写成 划 下 的 等 价 形式 
p) =n 5) ED, (3.9) 


X E (3.90 zo BBS ISA 3 n AEAT d, 
Bg 163.8) sx (8. 9) RT ELSE IEEE Am FAAEA: 


Hie BURUE SU, AAIE HAR Eratosthenes fü yE. 
E noy —HgIENURN, HIEREN sn HARA 已 知 ， 
MPR BATOR AGZ RH n Ko HR REF: 先 
SPEQ-1)4 BASE, 8, 4, …, ,从 此 数列 中 先 第 去 2 的 
倍数 , 再 缮 去 3 的 倍数 , HX Efe 5 MER, T 的 倍数 等 等 ， 
直到 最 后 把 最 大 一 个 质数 9 所 wm 3: 0 83888 2 9: IE. 这 
RENEA n, n AH BIR 3: C AR CAI [X P EJ 
一 切合 数 - 934: VoM S TO. 
` > wtw) 表示 区 间 [2, z] LI BR 432, 则 如 上 短 剩 后 的 
— T6 — 


Ju 328 00 —8 (0). 
例 8 我 们 有 如 下 的 公式 ， 
ern) -z(Yn)--1*c2 ey. (3.10) 
ix BUR S Harp] d aa edi quqasqa | BJ — HJ IE ADT, Tü 
gy, do, ^, GI RE 到 的 全 部 质数 ， 
RRE, MAA LpA AG D SEED ERES 


-D+ 


qi 14<4L qud, 
—... a a2 7l = — Thl ^ 上 
tC dT pea. 


84 对 概率 计算 的 应 用 ` 


ZG $ 工 节 中 推导 定 至 2 时 ， 我 们 所 由 蜡 发 的 测度 空 
间 (O, F, m), 其 中 F 假定 是 域 ,而 m. BERA BC RT ra 
Ht. 而 一 般 通 党 所 指 的 测度 空 间 则 都 是 假定 多 为 Borel 威 
¢ 即 对 集 台 的 可 数 并 运算 圭 闭 的 域 ), m 多 上 的 可 数 可 吉 
集合 函数 .所 以 这 样 做 的 原因 当然 是 很 明 妈 的 , 因为 在 使 用 交 
叉 分 类 原理 时 , 总 是 只 涉及 到 集合 的 有 限 并 ， 

在 概 宣 论 中 ， 不 相 容 事件 的 并 的 概率 就 等 于 各 事件 的 施 
率 的 和 , 这 就 是 熟知 的 加 法 公理 。 现在 让 我 们 应 用 交叉 分 类 
原理 的 有 关公 式 米 挫 导 一 般 的 有 限 个 事件 并 的 概率 公式 ， 在 
AGE Rip XE WE 4 时 已 经 说 过 ， 它 对 任何 可 测 空间 中 
的 可 测 集 均 成 立 ， 现 在 特别 取 可 测 空 间 为 某 个 概率 场 
(Q, F, 时 一 一 其 由 各 为 基本 空间 ，. 多 为 事件 的 Borel bi, 
了 为 FF 上 的 概率 测度 ， 根 定 EC S (¿= 1, 2, e, 93) (E 
B s 个 事件 ,出 由 定理 4 的 公式 (3. 辐 立 得 如 下 的 求 事 件 并 的 


一 TT — 


概率 的 一 般 公式 ; 
PIU E -BP BD PU) 
ial F [er H 


十 之 PEBE) 
—-(-LIPPÍIUI Ej. (8.11) 
Li 


引进 记号 
s= D PQE), S22 PEE), 
T izy 
s= 2 PUES, Ut s= EAT) Ej, 
B SERE. ED f iB 


PIE rose CoD, (8.12) 
此 公式 有 时 被 称 汶 Jordan RAR. EHEER 
Pi Eli sae CD's, (8.18) 
有 时 称 之 为 Poincaré 概率 公式 . 
.类似 地 , 从 与 定理 8 相应 的 结果 ,我 们 得 到 的 则 是 ， 对 任 
HEr, Iarss, s CEE ER Ea ce, E, 中 恰 育 "7 个 同 
时 发 生 的 概率 Pi 由 下 面 的 公式 给 出 ， 


?十 I r2 
Pin™= 点 一 Seid $52 
T T 


- Cp). 


例 1 Ran AIEE Es Cu cs, COE ERA 
Fm, wc, Wa) — i£, Cam, nn, Eua), 
试 求 "点 (EL £a, c, £D PEUX n BË E $3 K a sS6 IG 1, 

2, *", n) FJ (a,b. 为 常数 )" 这 一 事件 的 概率 . 
令 A, HQ B HARER Mp ALES <a, i=l, 2, mn, 
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Ba £ xb, i=l, 2, e, m B=} B. WEE Bi, 
-1 . 


P io: «fi < hi, Qz * £s < Ba, Ut q < £, EU 


= PUT AD las Ag) (Bam 440) 


MEM f a 
== P (BAA... AL = P1 h5 一 L.J A: 


"un 


=P {8- BÚ 4 一 -| BAJ, 
Mili . 【r= 
Hi Jordan 公式 其 


P iu BA =X {BA} -Y P(BAAR 
= Dj 


44d -DaF12 PA, 


il J 
由 分 布 阔 数 及 事件 B, A 的 定义 ， 知 有 
PB; = P (br, bs, s, ha), 
PIBA} = Fle, by, ity DR, 
P{BAs} = Fb, aw +° 


a 


PIR A} FG, da, 3, 8). 
将 这 些 结果 代入 前 式 即 得 
Pians <b, as ES bs, c, a E ec) 
TF, 5, 一 [F ias, ba, n, b.) 
FFB aa, +o, b Re EF, Us, tt, ba, 0,3] 
十 [F ta, 83, bs, t 5,) + F (a, Da, Gg, tt b.) 
eB FB, b 5, Daa, aus ta] 
=e {DF (a, as, --, da), 


一 T9 一 


m x 
Möbius 反 演 公式 


在 组 合 数学 中 ， 常 常 届 到 各 种 类 昼 的 或 和 问题 与 级 数 变 
换 问题 ， 各 种 反 演 公式 乃 是 解决 这 类 问题 的 有 效 工具 
在 一 切 离 散 数 学 系统 中 , 看 米 景 量 机、 最 常用 的 一 种 反 演 
公式 就 是 著名 的 Mobius 反 演 公式 ， 这 种 反 演 公式 从 60 年 
代 以 来 经 过 G. O. Rota SAR ERAK, 已 成 为 最 有 效 的 
计算 工具 之 一 ， 
本 章 共 分 五 节 ,将 系统 地 六 述 二 典 的 和 近代 的 Mobins 友 
演 公 式 的 理论 及 各 各 应用， 希望 读者 在 学 先 本 章 题 材 之 后 ， 
能 着 于 运用 所 介绍 的 各 种 反 演 公式 ， 去 处 理 实践 中 提出 的 种 
种 组 合 数 学 问题 . 


§1 Eai Möbius 反 演 公式 及 其 应 用 


古典 的 M6bius 反 演 公 式 最 早出 现在 初等 数 沦 的 研究 中 ， 
它 的 叙述 方式 如 下 ; 

定理 i(Mobius 反 演 公式 } 要 定 定义 在 正 整数 集 上 的 
ER AC f (m) #l g QOCRE BE EIE 3 3k n di tl 3850 


fe) = sC, (4.1) 
WRAAE S ER g 的 公式 
DLOS ^ (23) 
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反之 ; 从 医 系 式 (4. 人 也 可 推出 (4.1)， 
定理 中 的 求 和 记 了 号 2 表示 对 色 的 所 有 正 因子 如 求 和 ， 


(4.2) sop HUB UJ je (a) BEATA nn TITTT 
Móbius Bit. F CO HU REL, CERLE 55 X Ë 
ERAR (D 一 1 当 n LE, 若 ” 能 被 某 一 正 整数 5 大 于 
1 的) 的 平方 所 整除 ， 则 ro 一 0 否 弄 其 质 因 数 分 解 必 有 形 
A == pipa p, f Ca) = (iy, . 
为 了 证 明定 再 1， 需 先 来 讲述 关于 Möbius 画 数 的 一 条 
简单 性 质 . U 
. L nel, 
引 理 muon En Sam 
W Xp mu-— DEN. n Raitt AT 1, oe) -1 
知 引 理 成 立 ， 当 2 时 ,说 其 质 因 子 分 解 式 为 


neprprep, 


A 
n* = pipa" t pr, 
FIEL Run" HPT WAS n BST, INFERT vt BP PRISE m BS 
因子 必 人 能 被 某 一 鉴 数 平方 所 整除 , 从 而 就 有 
` (dy = Aso. 


而 对 于 2. nt), EA. 


eb) en (denen 


= (L— Dr =0, 
CE NUX Tx XX UEBER ETUR [SUR 33 Au T d — 36 


B| p ERRER EE Het i — CD, 


现在 转 来 证 明定 现 1。 HUDAN n KETE d, 有 
fd) = 3 g^, Bir 


Re /DD E son, 
ufi 


BUE n= dd^m, WAREN d, d SGB n/d 的 所 有 因子 ,因而 
Eee E 900-210 vo Bree 
v|G) qq) 

HEE dn, H n/d'z-1, ARA X. ,PD = 0, M 
FHEARUR — Roto ERI UR n d HN go). E 
理 于 是 得 证 . 

古典 的 Möbius 反 演 公式 在 数论 计算 中 有 许多 雯 用 ， 有 
兴趣 的 读者 可 以 去 参考 有 关 的 数论 书 短 ， 在 下 节 中 也 将 略 述 

这 里 我 们 只 举 一 例 以 未 其 在 典型 的 组 合 问题 中 的 应 
m. 

问题 1 dis d ias e Bb HT O MERA El 
环 , 问 能 得 到 多 少 种 不 同 的 圆 环 ? 

问题 2 用 两 题 红 珠 、 三 括 此 珠 、 四 里 绿 球 押 成 一 个 阐 
环 , 问 能 得 到 多 少 种 不 同 的 回环 ? 

在 上 述 两 个 同 题 中 ,考虑 的 都 是 关于 圆 排 列 问题 ， 在 问 
题 工 中 , 红 、 蓝 、 绿 三 色 珠子 各 由 的 数目 不 受 限 制 (珠子 的 总 数 
为 9), 而 在 问题 2 中 则 对 各 种 珠子 的 数目 都 作 了 限定 . 

这 类 问题 的 一 般 提 法 是 ; 

I. FI 种 不 同 元 素 允 许 重复 到 个 所 作成 的 圆 排列 有 
多 少 个 ? 

20 II. Bin, wa, te, 46 为 7 种 不 同 元 素 , 问 有 由 £: 4 w, 
ka 个 wa ie 个 te Ub ha e Hh =n) 所 作成 的 癌 排 列 


CBE 
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再 在 我 们 先 米 讨论 如 何 用 Miibius 反 演 公式 解决 问题 L 
首先 任 取 一 个 注 足 蓝 求 的 图 排列 ， 从 圆 排 章 的 任何 一 个 元 素 
3G IE CSpE ETK RRJ ORBE ECT, W BR P AU 
95, 8g, se, Ca POS FSB UR 3 Sr KERTA 
IJPP mi, ms, t, 0a 94, Xa, t, wu te. MRTE YE 
这 样 构成 的 , 它 的 第 六 个 位 置 的 元 素 若 N o i(modg9), 就 是 
m. 由 作法 立 知 , 此 序列 有 周期 2， 现 在 假定 这 个 序列 的 最 小 
— AN d, MDA dn, 因为 车 Hn, MOA n—mdrt 其 
pp cic, HT w # d 均 为 周期 ， 立 知 m.m Badii = 
tuu 可 见 了 即 为 序列 的 一 个 周期 值 , 此 与 -<a 3 JR. 

上 述 论 证 实际 上 表明 杜 何 一 个 贺 排 列 必定 有 一 个 最 小 周 
期 , 两 这 个 最 小 周期 叉 必 定 是 呈 的 因子 ,、 以 于 及 提 到 周期 时 ， 
雹 措 最 小 周期 而 言 . 

对 任何 一 个 长 度 为 周期 也 是 和 的 六 排列 ， 当 人 不同 地 
点 将 其 展 成 线性 排列 对 , ERE AIRA n RERE HES, 


my, Uu. ttt. i Ta--1 
UTE EHE n, 周期 为 ex WAHA, SERE 
排列 时 孝 只 能 展 成 台 个 不 同 的 线 排列 ， 现在 以 M (siad 
r 个 不 同 元 素 wi, os, =n w, 允许 重复 所 作成 的 长 度 和 盾 期 
窒 为 上 的 图 排列 的 总 数 。 当 dn P, 由 寺 将 每 一 个 长 度 和 周 
BS d BSIBEHERECRE n/d 次 即 可 得 到 一 个 长 府 为 % 耐 蜀 期 
D d RAHEL MUREN n mwa di DHEA gob 
Maj. ABETE LAE EAE d 个 不 同 
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的 线 排 列 ， 从 而 全 部 长 虚 为 呈 的 圆 排列 所 能 展 成 的 全 悖 不同 
的 组 排列 的 总 数 就 是 侣 2 (d); 丽 舅 一 方面 ， 我 们 知道 ， 这 


些 线 排列 就 是 四 了 个 不 同 元 素 多 许 重 复 取 包 个 所 作成 的 全 部 
线 排列 , 其 数 月 自然 应 该 是 rs, TEHA 

3) (d) -mm (4.8) 
现在 令 f (m) = r", gu) —RA (n), RU d (4.8) f, g Z Js 
足 关系 式 (4. 了 ,从 而 应 用 Mobius Ri 2 (4.2) EAR 


nM(n) = Br, (4.4) 
此 即 
MG) = X utayrs, (4.5) 


这 里 得 到 的 只 是 长 度 为 n, 周期 也 为 n 的 圆 排列 的 总 数 ， 如 
时 我 们 要 求 长 度 为 e 的 圆 排列 的 总 数 ， 江 用 TORERE 
数 , RU 
T)-X MG). (4.6) 
KAARO ZG IEEE A, 就 相当 于 对 7 一 8 的 情 
EER T(9). BEP 9 REL BT L 3, 9 Tü (4.5)3& 
M(1) -8, 
M(3) -= i (uD BND DY 88 —1 8, 


M (9) = (a (09-4 (8) + (9)8) 


8:—3—2(8* — 1) = 2184, 
H (4.6) E] Ag | 
T'(9) = M(CD) + M (85 + M (95 一 和 二 8 十 3184 一 2195. 

这 表明 ， 用 9 颗 红 、 蓝 、 绿 兰 色 珠 子 捍 成 的 圈 排 列 一 共 


3,2195 种 . 

现在 米 讨 论 问题 工 ， 每 一 个 满足 要 求 的 图 排列 ， 当 将 它 

AE £I, 得 到 的 都 是 由 和 个 2 Fo T 9, +o, 5, F m 
亨 作 成 的 线 排列 ， 记 有 这 类 线 排列 总 数 等 二 多 项 式 系 数 

nl bit tbt (4.7) 

AIT y ARB Ey), Sas Bg) A d, WJ d B ARAB AE n 

MET, BIRTAR RIELE (EXE HB n/d ARREN d WJ 

BHA EAR Br DA m/ d p f 6 SE e 4 h (= 1, 2, 

72. Roi HJ | G: Ea ce, R2), RFF, 如果 我 们 用 

M (h, ba, e, BOXER ba 8 s, Ba IS Ra, ro, Ë, 48 20, 
所 作 成 的 长 度 各 局; Bu VM AR, 就 可 得 到 


> n u (A a M) 
= + "E 
rz m eskod ^ du 


ut 
-ERE (4.8) 


SI. oS T A (4.655483 35 P M 的 明显 表达 式 , 我 们 需 
要 对 MOL us 公式 作息 下 的 推广 
定理 Cr cpi Möbius BRA XA H 


Fs boo Mo Ae e, en 2), 


diga kym 全 
(4.9) 
n 
a . 2n SN z1 Ë. s kb, 
gi, Ms, 3 [29 "m p f (5 FU H EA, 


(4.10) 

IZ, ML L.10) d BE SE IB (4.95, | 
证 明  M(4.0025 (4.10), 3E (A. 4C CA 10) IRL S hi 
W (Ei key AT En Ra c, Ke ERKAN, 

— 85 — 


» suy e Je, es EX) 


d'iki Ka. c 


一 £ Ë, k 
_ aT " 1 B pa Um 
= ©  u(d) m 2 E INC d'd* r2] 
+ r , d^ 


Wil ka "u ER) 
L dew 
i nfk k k 
_ ` | TP F 
= > z eoa dd 1 2). 


Wiksa z x 
4 e=, Bi fj (Ei, hh. o, E), 3L SE BU L d' Eoi DJ 
PURBEUT. BD, LAST 


"| ^f Ea Es Ë, 
D Ae Xv ) 


HIC TET] 


3, bb 35 =, Rn] 
= g (ka, ka, "rtg &. 
用 类 似 的 方法 可 由 (4.10) f (4.9), ug, 
现在 令 
gm, 2 w= (X x): M (2,, e, a), 


(v n)! 
fs e 9 = ala ET 
(4.8)98 (4.9) stir, ATH 性 ,10) 即 得 
M (ki, Un b) 


ue S ^2 z 
i DERES 
WRA TS, ke Us AA RIRH E, ay, Fo + as, V Ë, 
^ a. šB PJP SURE PAIS, WJ H BI Wi 02 BZ TO A9 
" k E 
TG, he h)- 3o .A( docu DE) (4.12) 
EAST A AG 12533 (4.11) 来 解决 问题 2 


— BS 一 


. (4.11) 


了 .出 于 此 时 k = 2, s=, kamt, n= kit ES 1.59, WE 
(ki, ña, hy) = (2, 8, 4) = 1, anii (4.12) T'(2, 8, 4 
MQ,3,0g IDA 

MQ,3, 5 l _ 9! 


9$ ssa 0, 


82 六 序 集 上 的 结合 代数 与 
广义 Mobius 反 演 公式 


本 节 将 讨论 Mobius 反 演 公式 在 半 序 集 上 的 推广 为 此 
需 先 在 半 序 集 上 定义 结合 代数 为 了 读者 的 方便 , 让 我 们 先 
将 有 关 半 序 集 的 一 些 熟 知 的 数学 概 食 氟 要 地 叙述 一 下 . 

给 定 了 一 个 非 空 集合 各 假如 对 其 中 的 某 些 元 忆 gy 等 
《可 以 不 是 全 体 ) 定 义 着 一 种 二 元 关系 县 而 县 满足 姐 下 条 
i 

(OD B ossy Hgysz B ze: (838485, 

(2) oxy H yso M) z—y PRI, 

(8) 对 每 一 “EO， 都 有 vo GEHI), 
BA ERO X COS SERI SERAIS 记号 “< 可 以 读 作 
“小 于 等 于 2” STA oy 的 另 一 种 变形 , 也 可 以 写作 yos, 
Wisi uuo ra. 

特别 , XE REOS OD 32 IBUBEUT ZERCIE S: E IEEE M HRA 
“全 序 集 ”, 或 简称 为 “ 链 ”， 

关于 兴 序 千 与 金 序 集 的 例子 , 在 数学 中 俯 拾 即 是 ,不胜 枚 ` 
举 ， 例 如 自然 数 集 ( 或 甚 子 集 ) 按 通常 的 大 小 关系 即 作成 全 序 
集 ， 对 我 们 米 讲 ,或 有 兴趣 的 两 个 半 序 集 的 例子 乃 是 

801 EHE N GERCT- AO BUREER XR fE 8 > PE 
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R, 即 对 于 正 整 数 m, n, mn? 意味 着 mln, BE m BESÉER 
n, 或 次 为 部 的 因子 . 

$2 OjfthdüRBmENETRISNZER. E, FEA, 
ESE” 3 Hg 388 E ta GREG F zp, giii, B 
FR E S By UR Z 30k Se E: PF. 

BJ 1. 9j 2 hpa CBS Ea as m LEZA k SE 1 
验证 的 . 

仿照 通常 不 等 式 的 记 法 和 说 法 , dt oy M cuu, puri 
fE sy d (ym), WER-dCOPyGESSXCP 他， 一 般 说 来 ， 
在 平 序 集中 可 能 有 些 元 之 间 不 存在 序 关 奈 ， 蜗 时 就 说 那些 元 
素 之 间 不 能 进行 出 较 。 特 别 ，z 藉 9 ERRE vg, XE egy 
(REI o 5 y K Rf ESAE ama. 

Xj Q pIE > 13 y, idR u ad 
的 元 z PARNER u “RER in IE DS, á mA yR 
能 比较 时 ,根据 传递 律 可 知 , ME e, v] "n FRFR 
Cearc R mua, MARNE De, D 和 G, yp, 等 等 ， 

RHR Q 中 的 任 坷 截 自 艾 只 包含 有 限 多 个 元 素 ， 册 称 Q 为 
“局 部 有 限 半 序 集 "， 例 工 就 是 局 部 有 限 半 序 集 ， 例 当 所 游 
讶 的 集合 召 是 有 限 集 时 也 是 . 

在 半 序 集 品 中， 如果 存在 一 元 @ 局 得 如 中 所 有 元 m 都 
有 关系 “ge<seo IF a 为 Q 的 “最 小 元 ” 类似 地 可 以 定义 
“最 大 元 “一 般 说 来 , 灶 序 集中 未 必 存 在 最 小 元 或 最 大 元 ). 

#R a X Qj T Bb. 要是 不 再 存在 比 a 更 小 的 元 ， 
FHER b A-A RAT, 可 是 不 存 灾 比 5 更 大 的 元 、 要 注 
意 ， 一 个 半 序 集 至 多 只 能 有 一 个 晤 小 元 ， 但 可 以 有 多 个 极 小 
元 ， 攻 对 于 最 小 元 与 极 小 元 的 两 个 概念 ， 必 须 区 则 清楚 ， 同 
TE, 也 沁 不 可 将 最 大 元 与 极 交 元 的 概念 混为一谈 ， 


F Q 中 的 -一 组 元 vo € +, @, 满 是 不 等 式 条 储 
PRUS So BD «BU s Bu. REX, 我 们 把 moe 
xem, URRE s R ES. 

x Ty EEE [RE Py AEG PEE- HEET a, b Wa, 


如 果 s<5 则 所 有 长 度 为 $ MUS amm <S < 的 个 数 
总 是 一 个 有 限 数 ， 


往 后 不 作 特 别 声 明 时 ， 本 豪 中 所 说 前 洲 序 集 都 是 指 前 局 
部 有 限 半 序 集 . 

今 考虑 半 序 集 吕 上 前 所 有 这 样 前 二 元 实 仿 函 数 Pn, y) 
GE2, YEN) 的 全 体 所 作成 的 集合 AG), HPR- BRS 
玫 假 定 具 有 性 质 : Spo) qu, Fæ, y)--0. fk A(QQ) rh 
数 和 了 十 9 及 数量 积 af 的 按 通 常 的 办 法 定义 ， 让 我 们 来 引进 
HERRES. -fg ETAREN 

ha, y) = 23 fim, Dg 9). 
AXIS Is s gor [o, y] 中 的 一 坊 e; 又 当 求 和 范围 exi 
«y Zu ai NE, 规定 Qo, y) -0.. BR, ACAO). mie 
JE UII, 称 为 “Dedekind SIR", pdt Q 既是 局 部 有 限 
EFE, Br A EARR h BOR RAE T RUNI. 

对 于 规定 了 上 述 运算 的 ACO). RIKA (OQ 上 的 )" 结 
合 代 数 (associative algebra)， 事 实 上 ， 在 这 代数 中 的 乘法 
SRED figo RIEM T: 

Gogh, w= D Gn (z, an hy, u) 


E 


= 2. (> fü, z) g (Z, ye, u) 


-QE (Dk, Dhly, D) 


= EG 206 u) -f+ HG, v). 


由 于 m, € 为 任意 元 , 故 商 数 问 的 习 法 结 舍 律 可 以 一 般 地 记 作 
人 ho fige) =f rgh, 
在 结合 代数 中 , Sg —T ERIS AR, B4 E SQ, y), REX. 


为 ix 
EN J E T= Y, 
8(z, y) -fo Mec 
它 叫做 Kronecker 8 ò Ag. SIL outhfcAQ», 
恒 有 O-f- f 6= f, MA Š BUE eh r U38138 i 68 38 Pñ, 
位 元 的 作用 ,四 此 也 叫 单 位 函数 ， 我 们 再 定义 一 个 习 函 数 ， 
[i 当 esy, 
C, p) -tr "M 
X Ë 函数 与 3 函数 之 差 引 进 另 一 国 数 AO, y) = Lo, y) — 
ôw, y) - (£70) w, y). F EH "XX RR 88 SU (inoidenoee 


function), $E 


Ms, ZEN "dy. 
MARRAN An, PREME LAYERE e mj y 的 长 
ERLID A. EEA- EDRbOR EX P 3k DJ ok EDGE 
aa, a= (Ç — 9)" (e, aD, 
恰好 代表 着 从 他 延伸 到 y 的 长 度 为 到 的 真 链 个 数 ， 这 个 事实 
可 以 很 容易 用 中 纳 法 得 到 证 明 ， 事实 上 , BE Ae, y) WA 
KRA e H uy 的 长 度 为 上 一 1 的 真 链 个 数 , D 
AF, g) = z Ae, DAC, g), 


任何 一 个 长 度 为 的 真 链 moo ei mam oy EL 
面 的 和 式 中 , 2 HDi, 都 被 计算 了 一 次 ， 反 之 ,对 上 面 
和 式 中 不 等 于 零 的 项 ,和 io DA, y), JO cy. RI 
Mie, v dE ee 8 z 长 度 为 5 一 1 的 所 有 真 链 个 数 ， 于 是 


A (a, DAC, aD 3t M e] gy Ri Wb 6, 的 的 长 度 为 大 
BOXED. 当 * 不 同时 这 些 真 链 彼此 互 民 ， 而 对 meleemy 
求 和 得 到 就 是 全 部 这 种 真 链 的 总 数 . PERLES TTD Dr A? — 0, 
于 是 根据 乘法 结合 律 ， 我 们 有 简单 的 指数 律 ，2" 和 一 ?7 
(mz, nz, - 

APTICAGD, 车 存在 一 个 € ACQ), 使 £9: 5, Ml 
gi UN fto. A, [528 gp=3 的 因 称 为 了 的 左 送 . 下 
iiis mop TC Due BANT. 

se HAERA 4(9) 中 的 函数 f AW RELAX RE 
要 条 件 是 对 任何 aC O EJ le, 个 关 0， 当 此 条 件 满足 时 右 
FETAR, MCA E IR T D, 并 将 的 道 记 为 六 

证 明 ”假设 e, y) Cn, DAR, MARAR 
HEX, 


1—8(o, v) — f (m, à) g(u, v). 
可见 必 须 有 了 (wv, 四 关 0( 当 了 存在 左 北 时 亦 然 )， 
现在 假设 对 任何 EJ fie a) 壮 0， 让 我 们 月 归纳 法 的 
方法 来 定义 一 个 go DMEF =, IG) = Ro 
fE ey, 如 果 对 潢 足 c—-— 的 所 有 n g(z, 防潮 已 定义 
完毕 , 则 为 使 y 能 成 为 右 道 , 必须 有 
9 y) = (z, s) = 0, 
从 而 f (e, ajg ke, y) UT - Af eg, yg. 
ATEAN, X fü, a -0, BUL) SE XL 
gi, y) = [一 .之 f, 2)9(z, y; J] f ue, a». 
H XEOCHSAE E BIET g 必 为 了 的 右 首 用 类 羽 方 法 可 以 定 六 去 
W. 更 假定 fo p HRA S RANSE, MUE Fo SERA RU 58 


合 律 立即 可 得 ga gatb = ga Cf gO = (Oe f) g = 8:58 G, 
由 于 对 “《 函数 来 讲 ， 饮 有 《kz 0-1, AMER m s| EE 
条 性 , 从 而 一 定 有 道 , 这 使 我 们 可 以 作出 下 面 的 
定义 ”将 Cv, D ERE PRU TE i Qm, DO CRI = £79, RU 
u= En = Š 
# (a, 的 为 广义 Möbius it. 
LISTEN, aye yku XC 


P DEG, y) - (z, 从 -人 7 


BH Ce, y) BUE SCRI AI, SEE JS] ey, 均 有 
2j ue, z) = 0, 


partey 


Tf ELE C BJ h, BAASE 

mne, g) —0, 
北 二 式 中 的 任何 一 个 如 上 条 件 uie, e) 1, yn —ÓRHE ETE 
i. 


x=, 


gy, 


下 西 我 们 米 讲 述 广 义 的 Mobius R WAR. 

定理 3 设 fts) 是 定义 在 举 序 集 O LAARA. 
AXE QuuIPIE La, EH <e H EA SEL FEA 
下 的 不 定 和 式 ， 


gla = ZA Gp, (4.18) 
"[ 1818 Ec 3 238 
fi) -I Duy, a), (4.135 


反之 , 由 (4.18) 式 亦 可 推出 (4.13) 式 . 
证 明 ”显然 (4.13) 式 的 有 端 可 以 记 作 A1 f), BUR 


式 中 实际 上 是 有 限 项 ， 故 函数 g(0) 是 有 意义 的 0 (4.19) 


— ea 一 


式 右 端 代入 《4.T8) 式 大 端 , 可 得 
2i gut, o) - 2 (mf Gn, a) 
=> Z f enin, a)- 27 (526 C, Duy, Z) 
=Z 8G, z) = (2, 
TRHA LIDAR HE (4.18) 58, MRE (4.130 E, FT 
Ao) -XfaMt, 0-2 ZG) oti 9 
SEIO 22 ) 
- gy, 2) =g), 


这 就 是 (d,13) 式 成 立 . 

从 证 明 看 来 , iz 98 3 很 简单 ,但 它 确 是 一 个 有 着 广泛 应 用 
的 很 基本 的 计算 法 则 ， 

定理 和 Broko big— SB 8 Rr, CE 台中 存在 
一 元 六 使 当 zb PTI fi r6) —0. 于 是 从 和 式 


sæ) =S r) (4.14) 
可 得 出 ) 
ra) = X nis, el), (4.18) 

EZERA. 


此 定理 的 证 法 与 定理 3 完全 相似 , i ARR 

gH 4 nip 3M figmU 两 相 比 较 , 只 是 将 所 有 
的 不 等 号 拟 一律 束 为 匡 面 已 ， 事实 上 上 ， 在 一 个 半 序 集中 ， 序 
关系 关 仍 然 具 有 传递 性 、 反 称 性 与 返 身 性 ， 邦 任何 涉及 关系 
ab 等 等 的 羡 题 或 定理 的 证 法 ， 血 可 平行 地 用 来 论证 小 及 关 
系 bra 等 等 的 同样 合 题 或 定理 , 这 里 只 需 在 控 理 过 程 中 将 志 
一 律 改 为 宇 即 可 ， 详 细 说 来 ,有 下 列 “ 对 售 原 出” 
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在 每 一 个 半 序 集中 成 立 的 任何 定理 、 当 把 定理 陈述 中 的 
符号 二 一 律 换 成 > 后 , 定理 仍然 成 立 ， 

下 面 给 出 广义 Mobius 函数 与 反 演 公式 应 用 的 儿 个 简单 
例子 ( 例 7 是 关于 结合 代数 的 应 用 》. 

$413 考虑 例 工 中 按 整 除 关 系 来 定义 序 的 自然 数 集 N. 
对 任何 他 | WE mss, M a= md, H n—sr, Ai dr— 
n/m, JX 3E BHRRLEE [m, "o 的 元 素 与 数 nm 的 因子 相对 应 ， 令 
! Wm, n) = u z), 


则 由 第 一 节 的 引 理 即 知 


HR n) = (E) = 1 ` 
35 man HJ 


, w Gs, ") -E(2-3 DE "(s /d-s 

这 表明 如 此 定义 的 u ERREN m 广义 Möbius Rž, 即 
Gm m) = u(n/m), KERETI 2 Möbius egli la] o df 
Möbius FRAZ [AG 3E GE. T dtr LAE RR 8 在 此 情形 立即 
化 为 初等 数论 中 古典 的 Möbius 反 演 公式 ( 即 定 理 1); 

g() - fü -Dod (5-3 (500. 

例 & 如 果 我 们 在 正 整数 集 N 中 ,按照 通常 的 大 小 关系 
定义 序 关系 , 则 构成 全 序 集 ， 此 时 本 上 的 Mobius 函数 非常 
简单 。 首先 ,对 每 个 整数 m, 恒 有 lm, m) =i， 再 很 据 条 件 
(相当 于 条 件 一 8) 

um, Ly = —_ 2 m, 2), 

X58 (n —1, n) — —1, elm, n) -0(5 m<n—1 FP), gun 

AUA.19), (4.18) f BOR 


gn 一 P (me f Q) 
=g) —g(n—1) = 4Ag(n—1), 
XU REESE A HD EARRA XX. 
BIB EE Q RnxameoTagSTfSaS«x 
系 定 序 的 半 序 集 ， 读 省 椒 难 自 行 验证 ORA REJE), 此 时 
Möbius BjXE BU. um, 态 二 (一 D200 GB nOn), np 4 
5 zd y rh Bu T 38. 
现在 假定 五 一 一 六 个 事物 的 集合 ”另外 有 po Da, tt ph 
这 样 关 条 人 性质， 邓 K 中 的 每 个 事物 和 每 一 条 性 质 po 可 以 
WARMA H OS AP SPE p. $ T = {L 2 n. W 
TER «cT Big f o) og (K CPU gf H REA PUB TER pi 
Geom 4p 3, WAENI ido 的 所 有 性 质 p. 都 具有 
《也 就 是 说 , 还 可 以 具有 其 它 性 质 ;的 事物 的 个 数 就 是 
go) - 2 fiy), 
草 应 用 定理 8 中 的 反 演 公 式 (4.13) 就 得 到 
FD =De, D= c SG) 
tet 21 ga) 


niy =a j 
Teek CD 219, 

这 实际 上 就 是 我 们 在 第 三 章 讨 论 过 的 交叉 分 类 原理 ， 因 为 
f(T) 按 定义 是 不 具有 任 全 性 质 的 事物 个 数 ， 即 信 (0, 又 
g(Z) 是 对 一 个 性 质 的 空 集中 的 性 质 都 成 立 的 事物 个 数 ， 这 
实际 就 是 全 部 的 A RULES, PLN. 而 上 式 中 的 对 于 at) = 
n— j B 9(o)， 就 表示 至 少 对 与 不 属于 y 药 了 个 宇 相 应 的 性 质 
gi 必 尼 成立 ( 当 然 还 可 以 有 别 的 ) 的 事物 的 个 数 ， | 

例 6 设 蝇 是 一 个 只 含有 限 多 个 元 素 的 半 序 集 ， 其 中 有 


著 一 个 唯一 前 极 小 元 媳 和 唯一 的 极 关 元 T, HO I, 这 在 早 
期 文献 中 叫 伍 Weisner 系统 ， 对 于 这 样 一 个 有 限 半 序 集 说 
来 ， 公 或 《4,12 及 (4.19) 便 是 当初 Weisner-Hall 应 用 于 群 
论 计数 问题 的 一 个 有 有 效 工 具 ， 事 实 上 ， 有 限 卫 群 ( 阶 为 质数 
颖 的 群 ) 及 其 子 竹 按 包含 关系 构成 的 系统 正好 就 是 这 祥 的 半 


pG, y) = Ë Um, y) = (O23) e, gn 
一 {8-A A3— MH Mn, y) 
| = Ma, y) Ae y HAT g) — T... (4.185 
MARRE e, 轨 中 的 元 的 个 数 是 有 限 的 ， 所 以 .46) 式 中 的 
项 数 是 有 限 的 , 这 是 因为 A (n, y) HE EGER, o P| y E E 
为 于 的 真 链 的 个 数 。 自然 ， 展 开 式 人 4.16) 对 于 一 般 局 部 有 限 
半 序 集 说 来 也 是 对 的 , VSEE- 1-40, Dy niit Q BJ Euler 
竺 征 数 , 其 值 为 | 
E-1—2(0, T) 29070, Dp qe — (447) 
APTES A uia UE UE X, ipo do EPA HD EG Fk B] 
Weisner !j Hall 竺 人 的 工作 ， 

例 ? 喜多 1 中 所 考虑 的 特殊 的 半 序 集 说 来 ， 在 其 结合 
Rah, 有 一 个 引 估 注目 的 子 代数 , EE I EROE fim, 9) 
=G n/m) 的 爹 体 路 数 构成 的 ， 在 瑟 子 代数 中 Dedekind 3& 
TA nfi» 


H G) =>) rie (z) = EP FO)GQm), (4.18) 
38419 3r Au 38 d Bu 3k F (s) (s 为 复 变 量 ) 对 应 于 一 个 形式 
上 的 Diriehlet 级 数 PG) = È Poo /w, MRRE Hkc HO 
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对 也 于 相应 的 级 数 采 各 HofGOo. 容易 证 明 ( 请 读 
者 作为 一 个 习题 ;， 对 于 古典 的 Riemann zeta 函数 上 (3) 二 


> 1 ,， 它 所 对 虚 平 上 述 子 代数 中 S £ m X XE BOND 


Fh 


条 件 l H, RIIET Diriolilet 级 数 
1 _ Š nG) | 
GNP SP SD (4.19) 


这 是 Riemann C 是 效 论 里 的 一 个 回放 恒等式 ,也 可 以 狸 立地 
TUUM. METREN Cy EROR W Pk JE, 建议 查阅 
Titchmarsh Bj3z4E «Riemann £ iR SE». 

JW, EPRA ERDURAN E PE e, 
都 有 Mobius AA MWA k 4.135. (4.19) R (4.15. 
(4.18), Bi DLL T 33 486 220 00 FACIT HERI] CIN AR, 事实 上 
十 多 至 泡 限 的 . 

在 一 半 序 集中 ,车 %<y Bie yE RB Sh o, g 的 
元 , 则 区 的 覆盖 st*， 对 于 有 限 半 序 集 , 可 以 用 图 示 法 表现 其 . 
EE. 机 如 ， 闪 序 集 中 的 元 可 用 小 贺 疾 表 东 ,着 =<, 则 把 
RR v 的 贺 固 面 在 天 个 骨 示 v 的 圆圈 的 上 方 ， 特别 , = y BE 
Euh, WA y ATUR- RRE o 这 样 一 来 就 可 得 到 一 
个 表示 半 序 集 秆 构 难 图形 ， 图 中 是 儿 个 便 子 ， 左边 第 一 个 图 
形 代 表 一 个 只 合 四 个 元 的 全 序 集 (例如 ， 它 可 以 是 1, 2, 4 8 
四 个 数控 训 除 性 关系 作成 的 全 序 集 )， 第 二 个 图 形 可 以 代表 


TX 
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由 三 个 点 的 集合 的 全 部 子 集 作成 芍 布 尔 代数 (Boolean alge- 
bra), 它 是 具有 最 大 元 与 最 小 元 移 半 序 集 。， 第 三 个 图 形 所 表 
示 的 半 序 氮 有 最 大 元 而 没有 最 小 元 , 但 却 有 两 个 极 小 元 ， 最 
末 一 个 图 水 是 一 个 有 羞 最 小 元 和 两 个 级 天 元 前 半 序 集 ， 

既然 由 线 跨 联结 而 成 的 无 数 图 形 中 ， 有 很 大 一 奖 代 表 着 
各 种 半 序 集 ， 所 以 广义 Mobius 函数 能 成 为 研究 图 形 理 论 四 
的 一 项 计 获 工具 也 就 不 足 为 奇 ， 在 Bota 的 工作 中 曾 讨论 了 
两 个 半 序 集 上 Móbius 焉 数 问 的 联系 问题 (所 A Galois Be 
系 )， 并 级 述 了 这 些 概念 以 及 Mobius 反 演 公式 在 格 论 与 图 形 
理论 方面 的 应 用 . 


$3 HP u BIER EI RU H. BC 


广义 Möbius HAERES- RRA W 35 8 E 32 PJ PS 38 
DUERBIUES 换言之 , 广义 Mobius 反 演 公 式 能 否 再 行 推广 , 本 
节 将 来 讨论 这 个 问题 , 并 得 到 了 肯定 的 答复 . 

B c3 T 13 E, 不 定 种 式 14,18) 可 以 改写 成 


g() - M fant, 2), (a) 
R, g (4.135 
f Ge) =B gely, v), (b) 


形式 上 便 完 全 处 于 对 等 的 地 位 : Cal 与 (b) 便 同样 地 可 以 看 成 
是 某 种 级 数 变 挽 了 , Hope EAE, Qu, ) uy, 区 为 “ 变 
REC. WOSE- -HIERAR 
现在 让 我 们 来 分 析 一 下 构成 互 反 公 式 的 这 一 对 变换 之 间 
的 关系 .首先 来 看 看 与 睛 的 结 稳 形式 
《= (3)， 


TE 

它们 都 是 % (关联 两 数 ) 的 形式 寡 级 数 ， 并 按 形式 寡 级 数 的 采 
法 满足 条 件 f= nl- SCO MAR. XXE, 我 们 便 揭 示 了 事 
物 的 一 个 普遍 规律 性 (a) 与 (b) 之 所 以 能 成 为 互 反 公式 , 原来 
是 以 各 个 和 式 中 出 现 的 变换 核 愉 好 成 为 “ 互 逆 函数 ”(% BJ 2£ 
FERID MAARN. WE, “变换 核 成 互 逆 " 这 条 件 本 身 
FOR HGB bbs 而 4 与 儿 愉 好 是 一 对 具有 特别 形式 的 孔道 函数 ， 
它们 本 身 又 具有 特殊 性 . 

通过 如 上 的 分 析 , 我 们 获得 结论 , 具有 特殊 形状 的 和 与 几 
满足 着 其 有 普遍 住 概念 的 王道 条 件 ， 因 而 作成 一 对 特殊 的 瑟 
逆 通 数 长 ， 叶 ， 并 从 而 决定 了 一 -对 特殊 的 互 反 公式 (ay 与 (b)， 

现在 让 我 们 首先 米 引 进 如 下 的 定义 . 

EX BS $O) Sas 是 一 个 具有 实 系数 的 任意 守 
级 数 , 而 a0, I 1E = 1 bet 为 该 级 数 在 形式 上 的 
i, BH lee) Y; 5) - i1, 那么 

mle, WD $0) WD = Ea (e, ), (4.20) 
Es (m, y) = $0) 7 (n, g) -2:8M(e 4) (420 


ENRETE Q LE — A UB EL p OSREIRU, Hh z€ O, yE 
Q. | 


可 用 记 法 (ua, Bel 或 (ua, ual KREAM e BS B. H e 
义 易 见 ,每 一 个 形式 宕 级 数 Yala 0), RER, 每 一 串 实 
数列 ao, aí, ta, + (09 0), 都 唯一 地 确定 一 个 互 反 n 函数 
fii, ua. 

I£, py 自然 是 只 上 一 个 最 简单 最 特殊 的 互 反 pe 函数 偶 ， 
它 显 然 是 由 数列 ao a,= 1, a= 0(&=2, 8, -- Eras RS. 


有 了 互 反 疡 函 数 倡 的 一 般 和 概念 之 后 ， 我 们 就 有 可 能 建立 


一 般 性 的 世 反 公式 的 定理 了 . | 

”定理 BRO 是 一 个 含 最 小 元 a 前 局 部 有 有 限 学 序 集 ， 

那么 Q 二 的 每 一 个 所 反 p 函数 个 Gas ab 部 对 应 地 确定 党 
如 下 章 一 对 互 反 公式 ， 

TD 7 2; um, y) gio), (4.22) 

ga m 2 natn, 9) f (e), (4.23) 


Ht y € Q, Ti f B 9 AU Q E p RR eS SY. 
证 明 EARE, WYT 4 函数 侦 的 定义 ， 不 难得 出 
pa 与 pa 在 结合 代数 中 的 乘积 为 
rb — tb (X) e O DÀ ma boa) == à, 
Bü ua 与 ua ERAPR ANAS. EREEREER, Q 
BL HS RETR, USER REUS s, 轨 说 来 , 按照 (4.30)、 
(4.21) JE IH Raka SS RETE, PORS FOSC B 
SEXE AER (R a S F À HAAN ECXUCTAE Hl Z I BJ 2 RO 
律 , 8 v. Ep 43m $0090) RA. 
现在 我 们 来 验证 过 :23 一 人 4.223》。， 为 此 目的 我 们 将 已 经 
成 立 的 (4.33) 代入 (4.22) 式 右 出 , 并 加 以 变形 和 简化 , 则 得 
2j G, y) go) = 2 i Co, 9) 2115 0, f CO 
| =I 9056, DEPE f (D 
-BD $027, 9-0) (s y) 
-21/ 0) 602 7 $09 G, y) 
=D SHEH, y) = QD. 
XC ABE (4.28) [ELI Hi (4.22), SCPI (4.22) Ej (4.29) J23R 
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上 是 对 等 的 ,所 以 完全 同样 地 可 以 验证 (4.2 人 之 (性 .23) 
AR AH U EISE TEEM. 
ERO [BROX—4IUBAcUMERUSIOEH fü. 
那么 , 9 Fj 4 p RAM aas, pa) 都 对 应 着 如下 的 一 
22 2 sÑ, | 


Jf) Tu, 25 gm), (4.24) 
t gian “E alt, z; f (e), (4.25) 


Hb y € Q, im g 53 J ToU ELI, 
以 后 我 们 总 规定 招 一 个 每 级 数 60) e M tpi qe se 


TEON ao 写成 ev, PATER E SUA. POA) = ag? c a AT aa AA 
+-- (Go 580), dg iik, e*, cosi (Hy | EK 


, 1. 1 ， 
g? 二 各 二 名 十 El dar A+ UN 
eos k... AY — ES 和 3 十 i A1 


21 4 , 
HT#EBRZONC4 292) (4.23) 0] 3 fE 
Ü 8D - 21602 (5, a9 (2, . (4.22) 
gw) -2 Q2 e, y) FC), (4.237) 
因为 每 一 个 带 有 JE E % B mi SER ó 2) USER 
$7, MIR spy sE— BLA (4.22), (4,28. BOULE 
述 类 型 的 也 反 公 式 真 是 多 至 无 穷 . 如 果 进 一 步 分 析 , 既然 每 
—XH AX 64.22), (4.23) (st (4.229, (4.28) gp — h Sc 
do, dy, dart (205 0) Br — EERL UE, 那么 互 反 公式 同 实 数 序 出 
ide, Gi, da, o TAS SA. TQ £ Pk 3 39k PF GAL (BH GJ 
ga 的 ) Br UAR HEERE 2 "， 即 疯子 爹 体 实数 的 
dE, BEUATE IL (4.22) , (4.28) 的 五 反 合式 对 的 基数 亦 然 . 


PE 设 半 序 集 只 共有 最 小 元 , W 2 EG HEC AX 
站” gm), 
gn =De? am, aD Pr), 
EOS, NEN RA 
DE. 2, ey, z) nis), 
gin ze v), 


[9 设 只 会 最 小 元 , 刚 有 反 演 公式 
ii -2jemA(, s). gO), 


g) = 2; seo A (G, W). m), 
JU GEAR AY TE Ja a Z2 
站 WD g z), 
gia) = 23 eoseo (m, q) -f 20), 
H.E u KRB flr， J} em (OO, OD y np pL pi SEA — 
^UE RARE, AIT. Sbmiiiz—- uu 
Ha AoA EAH aA (Ga 350), 


pia jt = DA Dh Be 


则 按 方程 组 
Copo 一 | 
doba + 15, = O, 
dobat aibi abo = 0, 


机 逐步 确定 bos Lao bi, Ds, + 的 数值 。 辟 如， BECAR 
IR bo, bi, pp Bs 的 值 , 则 brea EAEE TAHI 
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Bh+1— — (aber bett et aab, 
DLE fa) 与 b) 为 一 对 "AER, 关于 一 般 互 反 公 式 
较 有 趣 款 的 具 笨 例子 , 将 在 下 节 中 给 出 ， 
$4 一 般 开 反 公式 的 推论 及 举例 
Fa J SEA. NX $O 一 aas, 则 
mo-a pp asm. 


于 是 根据 定理 5 我们 有 如 下 的 命题 。 

推论 工 . 设 避 是 一 个 含有 最小 元 的 尘 序 集 ， 刚 互 反 公式 
(4.22). (4.23) X4 f E RA REPE RJ Ec 16 BS SN tua, par 是 
恒 成 立 的 ， 


[eV | 
2-60) Y L .26 
H $ =u J (4 ) 
—« E w 
u -1 xí ; y (4.27) 


这 个 推论 包含 了 广义 Mobius 反 演 公式 ID, (LIDERE 
TRE, HA a= Laji (4.20), (4.270 Br 3 AE IB R e BB 
NUS (uus p) beat e (C, n. 

X3 aga QGESCHOBI, DXBHEIE d ET m ORE 
TX 


f = >= A "n A, 0 (4.28) 
g(g)- Xo, yf, (4.29) 


请 读者 自行 检验 这 一 论述 (注意 (I 二 和 "5, y e C" Gr, y), E 
ERA z S y HREH aa BJ CE RS EOS. 


为 了 得 到 一 批 关 于 算术 序数 的 互 反 公式 ， 我 们 取 按 大 小 
人 2, un G, 2, 8, n 5 


Na 5 b(as b), "E ku di "m g= yo yi mem 
yic b Cy € Q) FECE 3k E 
5b --a—1. 

A" (a, Df b-1 ) (4.80) 
REWE- PR RBPEHUAT AREE ati, a2, 5, 5-108 
Hb hk—1 4E yi my < 的 -个 组 会 .于 是 性 意 给 
jg — 3E 338 dax) 与 169 Qu^ 0, USERS B ZA ASQ 
-ERg —5 3E e BRL 38 f 


a— i 
Ful (a, $) = > (^ k- 1 Tis 


b- ai\ 
; xl A 
usta, b) = Ex bi Ug, 


处 我 们 对 二 -项 FEUER RR H FA E: 


des He tem 


HESS A (e, D), ua (a, D), usta, b) VESIHELR IE t-r as Pt 
b-a, BELA ifii A (a, D) - X (ba), mala, D) — m (b — 
d), Mala, b) — palo ay, AERNMA REE RAE Q E 
PJ ELEC u PS 218 yE S nk: 


(4.81) 


其 中 du ^ Ug 2J E A Bar Els 1(ao 90) if 
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EEIE TE, MER E RAER FAE. 
Et? 假设 aO usui (4.31) Ste X Bi XE 


TRUA, NUDXAGEPMAGEIE LDGEUINUEAISEBL.OÓSIÉERG 

IÅ: 
| JO =Z uG- 09, (4.82) 
DOP TAG 0/0. (4.88) 


Tx, Hue 2icupier mj dB a SU PLA c E 
b. 今 设 吕 是 一 个 具有 最 小 元 的 局 部 有 限 的 全 序 集 ， 刚 其 中 
Aj REED, yE ERIA EKER, gA rie y 
xeu eH. RTD 我 们 同样 有 | 

r[t, gl--1i 
we o -[ Me 
Bib, XPTdbik-—odbiESEÉT0 deg 与 (C9), 可 以 相应 
HJO ES TLEGR ER 


rls, y] —1 
pate, y) -zl e 5 E | (4.84) 
„frie, y] — L l _ 
pale, y) = | i ys. (4.85) 
K> k-i 


和 于 是 可 将 推论 2 扩充 成 下 述 定 昔 ， 

定理 7 假设 只 是 一 个 含有 最 小 元 的 局 部 有 限 的 全 序 
4E, (ua, ma 为 定义 在 只 上 的 上 其 有 形式 地 ,3 有、 性 35 的 
HE pe ER Su: 3 F 6 R Be ZR E. 


fG) = Zins, Ie), (4.89) 
gD = Bly, fG, |^ E 


SEA C Q, ig 与 了 为 数值 通 数 ，. 
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实 项 上 这 仍然 是 定理 所 的 一 个 推论 ， 它 癌 定 理 5 比较 起 
来 ， 主 要 是 关于 nas ua 中 出 现 的 关联 函数 有 了 更 具体 的 表 
示 式 ， 当 然 只 是 对 衬 全 序 集 才能 有 这 种 简单 而 具体 的 表示 形 
sN, | 

应 用 推论 2 可 以 导出 一 系列 有 关 算 术 函 数 ( 即 定义 在 整 
数 集 上 的 函数 ) 的 反 演 公式 , 这 些 反 演 公 式 中 的 若干 公式 还 具 
有 组 合 分 析 学 的 特征 ， 无 疑 ， 它们 对 数列 变换 问题 与 级 数 求 
和 问题 会 是 有 用 的 ， . 

810 X pO -e S k MEE, 
KHER a= 1At, by CoD IL Ue 0, 1, 2, 2), P 
是 根据 (和 ,31) 可 得 


3—1 
pa (8) -xH ) 


由 一 了 (4.88) 
ov CD 803 i 
pa s) 之 Ë! a , 


其 中 sm, 于 s 一 0， 我 们 规定 a (0 = us (OV 1, 
我 们 知道 , EET ER HEAR C a SSH. EC, 其 一 般 定义 

为 

p i @ "5 6 ]- SONORO 

p. ü 37 —— z 

Pay Pa Ut £a ázv  niCpi)att pa) s 

此 处 Co), BE AE 3C ME (e), = alat 1) Catat), (oo 1, 
(0)o--1, 3&2 CBE R SEE hL yB RL CE EE AAT. 
特别 p=g==1 BXHEÉS Sen Pochiiammer-Barnes 的 合流 
Htt aR Br, 可 记 作 


] f "X (a) 
Fiia, 局 ;的 一 全 -一 n .39) 
1 t | a 8 ) > n ! UB. i (4 35 


E£ ARB GU, 披 (4.88) 式 给 出 的 ja) 与 ua G) BJ 
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以 表示 成 合流 起 比 函 数 , 即 当 s= 1 BI A 
m = F, (1—s, 2: —1), 
— a (8) ^ ,FiCl— s, 2, 1). I 
BUKAN R36 2, 我 们 便 获 得 如 下 的 一 对 反 演 公式 : 
Jf (8) = g (s) 十 S(s, 2; —1)g(t), (4.40) 


m 


gO) -FO Suse ADEO, (4.41) 


1 
1 


Ep s=], 2, 3, + M 2 dog fti 4246. 
HE, iR (x) = 后 CAD, MAARRE 
G= atik! ij b= (—a)y/R!, PEN xp uA 
Js) -g) ta S oet, 2; ~ag, (4.42) 


g() -FÒ ca Fi meet mM. (4.49) 


(4.40) H3 (4.4D) fo - f a= 1 前 情形 . 
$611 W lz; lO Bernoulli ZEE Az: ei EY 
pG) = 1) - Eo Buts 


其 中 B, 即 为 熟知 的 Bernoulli s (Bs 1, Bi —, B= 
d 1 l 
qo Boo Bie B Baa, B= us Bem dp) 
显 见 (的 道 级 数 为 
-1_ Te p w 1 
$y d Ay 
TA, BER C81) 81183 FRI o BW, 


oA s— 1 1 
mU" au) GrDi'. 


z* 
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-六 (汪峰 
以 此 代入 人 .32) 、(4.33) 也 就 得 蜡 一 对 特殊 前 互 反 公式 ， 
Di 12 E (2) Euler 3f A ^: ue 
p) sese Sri Eyt”, 
MJ paeo, MATOR L3, RES CL.81) X, RTAK PERIIT By 
S| BC jo BR 32; 
C 


s—i 
na(s) -E- 1 ep 
8S-i \ E... 
ta (8 -al NE 
ELA AA, (4.32). (4.88) XH IJAH ERAR, 它们 实质 上 
np EC fE BI 9 中 前 一 对 互 反 公开 的 特殊 化 与 具体 化 . 
例 13 IE oG) 为 用 下 列 超 比 档 数 记 界 定 的 Mittag- 
Leffler # Zia. 
g 2) =2z &Fi(L—5,1—29 2; 25, 
这 样 的 多 项 式 具 有 如 下 的 发 生 范 数 (其 中 g (2) = ID. 
$0) = CL bw) w= $3 gs Gy 
FE paN Bin FHSI- Á AERE MEER (o 00 58 (C Dg COT, 
直 中 作为 参数 看 待 ， 于 基 我 们 又 得 到 一 对 特别 的 互 反 鼎 函 
=> i 


s fsi 
i - Eso, 


a 一 工 
iX) oos. 
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同时 , 又 机 将 它们 信任 .9 、 4,39) 而 寻 出 一 对 特别 前 互 反 公 
=, 
AWAZ, 3X (4.32), (4.88) H DR TE ER SCRIP IRI 
JE CHE), TEARRE Ei I SRRA RNA AA 
HU 4 a5 BXIRICEAEIISCNG Wig 0) = (+ gt 
Lj) 7 RRESRCBUR GN CE 48 1B ty 26e XC 29 az = 


" e" -( Mi 因而 推论 1 中 的 (4.26), (4.27) 还 
TAARE t Rit o 


gu, (4.44) 
n je (4.45) 
TEELR (4.8, RESENI FI-A RIRE po BS 38 Qus Q0) 


= a G = LG, 
sfa [ 5-1 
ra gy = 1 H 2x 
pa) E ue 


f li 9 s 
0- ai) 
验 明 , 这 一 对 函数 可 用 Gausa 的 超 比 函数 表示 出 来 , 即 于 
d 
pas =- af aF lle, i—s 2, 6), (4.48) 


Ha —of aule, 《447 
PRR ee 2 Jai 8 rR A HIE SR. 


JG) m (9) ca 2 F (L —a, L2 py, (4.48) 
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giò = f(sy— ap 号， sFi(i-Fa, 1- st 2; )f (0), (4.49) 
其 中 8= 革 2 3, ` 

特别 于 8.1 BF, (4.46), (4.47) BEN St oe fa] S BU de 
AN 

na (9) -co( e) aso CC. 

f 8 人 有 
从 而 {4.48) 、《4.49} 和 便 给 出 如 下 的 简单 特例 (其 中 将 原来 的 
f19 换 为 (一 DC QC2'g(0) 


f(s) = à c, jo, ` (4.50) 
gG) -3 B 2. (4.51) 
$ — 


XXI H BLAGNERATELBESER SUIT OL — ts 
l 以 上 所 举 各 例 ， 都 是 些 应 用 推论 2 与 推论 1 所 能 导出 的 
特例 ， 在 这 些 特例 中 ， BEDRA MARAA ANR 
RRF E, Bc EL t ROS RE SEL A Aa, 分 的 计算 特别 简单 . 如 
困 按 整除 关系 来 定义 序 关 系 , 则 自然 数 集 真正 成 为 半 序 集 , 而 
Aa, DEEDEE SERER Amii n A Ae.) 
那样 形式 简洁 的 n RAR. 在 这 样 的 半 冯 集 上 构造 钢 子 ， 彤 
式 必 然 复 杂 , 为 节省 篇 幅 , 这 里 就 不 去 讲述 这 种 例子 了 ， 
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我 们 在 第 三 节 中 曾经 异动 于 关联 函数 入 的 窒 级 数 展 式 来 
规定 一 般 互 凤 瞩 首 数 恤 的 概念 ， 正 如 前 面 时 已 指出 的 , SHIT 
之 所 以 这 样 做 ， 洁 全 是 受 着 原始 的 一 对 互 着 旋 数 (Š, n] 结构 


形式 的 启发 .然而 深思 的 人 们 还 必然 会 进一步 提出 疑问 : 为 
什么 -… 定 要 通过 》 RRR RRE LAAR A, 我 们 
ie 2 UT 2. BUSESUNCAS RE IUE 5 u EAH 1 8 E X DR 
的 : 第 一 , A Bof — RRE, BIS ECKCTHRUR r, yA 

ARAA, EH M (e, au) — 0, ERTROSLURCRUR RBI PE f 
说 来 , 36 F IE BORSE a Gn, y), rs Go, 败 的 等 级 数 实 际 上 都 退 
化 为 有 限 多 个 项 的 多 项 式 . 第 二 , d A Ti aot (o, y) rh BJ 
Mn, D EAR AE EON b iG Wik cy 的 个 数 ， 国 而 便于 
作 具 体 计 算 . 

但 是 ,路 经 分 析 即 可 看 出 , 利用 % 去 界定 qn pa 实际 并 
无 必要 性 ， 我 们 完全 可 以 借助 于 任何 一 个 具 帮 赛 堆 性 质 的 画 
3, 例如 og demi pa F po, 

fidteHobHd4oetxeba oum, n 
«sy BE o (z, y) -0, 并 且 对 于 每 一 截 段 [w, 作 而 言 都 存在 一 
Te, y ARRERA N = N (z, s), EA BIN 时 便 有 
$F SE E ale, y) — 0, 

叉 再 规定 c^-2*-8, Hm o tA ARAON N 
定律 o".o"7—g" mz, n=0), 

于 是 ， 对 应 每 一 对 共 恩 数列 {es} 与 04 (09290), 我 们 都 
T FA TIT MERE pe PA B, 

Hle, ) => mimo (o, y) = $(o) (o, y), (4.20) 


poor, 9) = S3 uot (e, y) =pl (m, y), (4.217) 
与 此 同时 , 定理 总 便 可 扩充 成 下 列 形 式 . 

定理 中 BH O 是 一 个 含有 最 小 元 的 局 部 有 有 限 的 半 序 
E, 那么 ,对 应 于 按 (4,30')、 ‘4.21) 确 定 的 每 一 对 互 反 凡 ER 8 
lus, n) — (6(0), $(0) 03 都 存在 如 下 的 一 对 五 反 公式 ， 
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f Gn) - 21d (o (z, y) go), (4.22) 
gGn = 21600) Co, y) f (2, (4.235) 
证 法 党 全 与 定理 5 相同， 事实 上 根据 结合 代数 中 的 乘法 
结合 律 或 指数 竺 以 及 有 限 个 项 的 分 配 律 ， 我 们 同样 有 
f ppl) t = asboc? - Ó, 
FUB TESETE RB p Co 确实 是 很 密 的 ， 例 如 任何 一 个 不 
含 堆 办 项 的 入 的 多 项 式 或 辕 级 数 
g — GAH CA b Te AP e 
AR OFCRONERRHEORUUIENE. CERE, o sin % 就 是 具有 这 种 性 
质 的 一 个 函数 . | | 
BI ID EPERERA F fr 3 F ERAS. 
f) - eG, Q2, 
| 9G) - 267 (2, y) f ， 
显然 , 定 更 55 比 定理 5 具有 更 高 的 概括 性 ， 但 它 仍然 是 
MER S ARR OUE A 的 宏 冤 性 的 特征 ) 插 生出 来 的 ， 
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第 e» sË 


Pólya 计数 理论 及 其 应 用 


本 章 中 将 系统 讲述 Pólya 的 计数 理论 和 它 的 应 用 ， 扼 要 
Și, Pólya 计数 定 现 是 基于 八 举 各 种 计数 对 象 Ch AH 
的 一 个 艾 遂 公 式 .， 它 是 由 匈牙利 数学 家 Palya 在 经 过 分 析 若 
王 实 便 之 后 ,把 发 生 函 数 工 具 、 群 论 观点 (Bnrnside 3| 2288 
权 的 概念 三 者 结合 在 一 起 建立 起 来 的 一 个 优美 定理 、 这 里 所 
说 的 “优美 ”"， 主 要 是 指 其 方法 的 构思 和 表现 形式 而 言 ， 至 
于 涉及 到 用 公式 所 作 欧 具 体 计算 那 还 是 相当 复杂 的 , 诚 如 
F.Harery 在 他 的 “图 论 ” 一 书 中 记 说 的 ，“ 组 全 数学 中 的 计数 
方法 与 其 说 是 一 种 科学 , 还 不 如 说 它 是 一 种 艺术 ; DIESE - 般 
的 和 更 有 力 的 现 点 和 技巧 的 发 现 和 发展， 可 以 期 望 这 种 捕 况 
将 能 改变 过 来 "、 但 就 目前 而 言 , 带 有 一 定 艺术 性 ”的 Pólya 
计数 班 论 仍 然 基 在 图 论 利 其 它 领域 中 用 以 解决 许多 计数 问题 
HAJTE, 


SI 和 群 的 有 关 知 识 


为 帮助 初学 者 能 赎 镀 本 章 ， 本 闻 申 先 介绍 一 下 本 章 所 需 ， 
的 有关 群 的 基本 知识 ， 要 讲述 帮 的 定义 和 有 半 性 质 ， 录 些 性 
质 将 给 出 证 其 , 为 节省 篇 幅 , 所 有 地 方 沟 不 举例 . 

(一) 群 . 子 群 和 陪 集 

一 个 非 空 的 元 素 和 集合 ,在 它 上 面 定义 了 一 个 二 元 运算 ， 
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HOPET e B, DL m8 来 记 此 运算 , 并 称 之 为 “乘法 ”. 
滋 法 需 满足 下 面 四 条 公理 , H G AR, 

公理 1 (封闭 注 ) 对 任何 a€G BEG, HE BEG, 

DREA) CHER œ 8, yE, A a(8y) = ahy. 

公理 3 (单位 元 素 ) @ 中 有 一 个 元 素 w 使 对 所 有 的 
aE G, 均 有 ea as—a, e FUSE G fn RnR”. 

4 ERA ( 道 元 素 ) 对 任何 <EG， 有 G 中 的 一 个 元 素 , 记 
作 o7, (h aata tase, oc! Sg) Bg/ i". 

AUR GER OO 3C TUA IR, 则 此 群 称 为 是 “有 有限 前 ”否则 称 
为 是 “无 限 的 ”以 好 | 表示 有 限 群 的 元 素 个 数 ,并 称 | 他 | 为 此 群 
的 “ 阶 ”， 一 个 群 G, 着 对 任何 w BEG, WH aB = Ba, 则 说 是 
乘法 满足 交换 律 ， 一 般 来 讲 , 乘法 不 一 定 是 满足 交 痪 律 的 , 对 
于 乘法 满足 交换 律 的 群 称 为 “交换 群 ”( 束 Abel E), 否则 称 为 
“ 非 变 换 群 ” 

假定 G € —4 85 WG 的 子 集 GCCG， 如 果 在 原来 的 飞 
法 运算 下 , Gs 也 是 一 个 群 , 则 称 G, 为 G 的 子 群 . 

—^4n Erit G, In G 中 有 一 个 元 素 w Edi G MPR 
元 素 能 表 成 形式 

8— o — e^, œ, eS, ---, an7l, 

Wi 公称 为 是 由 元 素 a 所 生成 的 群 ， 这 种 群 也 称 E n ME 
环 群 ”其 中 a 称 为 群 的 生成 元 ， 

XP BUE G IS ERIT 28 a, BAEREN n, iHi oe, H. 
对 任何 小 于 名 前 正 整数 mm, 均 有 or 天 8, BR n AmE a I WT. 
ELE = BS BF n, M o, on, e, er 时 即 是 由 a 所 生成 的 仙 的 
一 个 =” 阶 子 群 . 

d Gi (e, es, en, "C9, 是 他 的 一 个 国定 的 子 群 , 对 
任何 BEG, 集合 


一 114 一 


BG = (Be, Bos, Bas, +. Y 
称 为 出 如 所 导出 的 子 群 G3 的 一 个 左 陪 集 ， JLT EI sg V 
右 陪 集 GB， 显 然 ， 路 集中 元 素 的 个 数 恒 等 于 子 群 的 阶 、 由 
2 所 导出 的 障 集 与 子 群 本 身 重合 , 即 
eG, = Ge G^, 

G h:— Ë n LEE, G3 JE RI — e T E, DR GG, 什 取 
一 个 B€ G — eGl,, 作出 一 个 陪 集 BG, WE eG 和 3G 3 
不 穷尽 整个 所 见 再 在 群 人 中 任 取 一 个 不 属于 此 二 陪 集 的 元 
R Bo 同时 造 出 障 集 2G, 依 此 下 去 ,因为 1G| neo, 所 以 
某 后 总 可 得 到 一 - 串 左 吵 集 

eG, = D, B.G, FG, Ut aa 
司 得 它们 的 总 集 就 是 整个 的 G, BD 
G= eG U 8165 U BG Uy Be a (5.1) 
甚 易 证 明 这 些 隧 集 是 两 两 不 相交 的 , 事实 上 ,对 5,6. 和 8 G, 
GE Boe, BBE Od cj E— D PREZ 76 Bios, Ba, 
iE 


Bo = fos, 
则 . B; Bos! C BO, 
Jis 8, XEYAGWCK ge. ER (5.238 BIA 
[G | 一 |G 十 | 816 | Tu T: CA -—E|[Gil!, 

据 此 即 可 推出 ， 有 有 有限 群 的 任何 子 余 的 阶 均 为 原来 群 的 阶 的 因 
T (Lagrange 定理 )， 特 别 , H TAE G AEN o ti E R 
个 与 & 的 阶 相同 的 循环 子 群 ， 人 而 得 知 & 的 阶 杰 必 为 群 的 阶 
HAF. . 

”由 等 式 愤 -二 所 表示 的 一 个 分 解 秘 为 是 群 人 关于 子 帮 G 
的 一 个 25537. Hope Buy ny 8, DEO SERE AE TRE 
前 代表 元 ， 册 于 对 任 取 的 AE BE:Ga ,总 有 
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BGB, 

— ébL fe 25484 By Fr TT ELA HP Ee d HG 这 网 
时 也 就 容 扬 夺 出, 任何 两 个 在 分 解 之 间 , 除开 可 能 郑 一 个 加 项 
之 间 前 置换 之 外 是 完全 唯一 的 ， 类 似 地 可 以 定义 “ 石 分 解 … 

(二 ) 关 于 子 群 的 一 个 定理 

定理 1 想 定 会 荐 一 个 有 限 群 ， 对 如 的 任何 非 空子 集 
E, RE E hou RUE Pru 5 3, MM FE BE G HT. 

IEB ” 按 假设 , E REAM 4， 又 公理 2 显然 满足 . ER 
e€ E, BP HEA ERRA CER |G| «o, AUD 


E man, f e*—o", T FE e= anne p. dB EEAS, 


Ax [BIBT uE BH T xj fF dd eC. E, # JE E ZR m h e=, H T 
Ca 这 就 证 明了 了 
Eds RES 4, pdt Em. 

(Z) BI X eat 

HEG JE— TR Bin, X EARRA. WRA 


2E 人 GQ， 对 应 了 一 个 从 六 SUEB Hia, IAE eleji 


1) eisi =, 

2) afle) -aL8G], S fEfil o, B€ G, z€ X, 
则 称 G FARER X 上 的 群 ， 

ARG dE gk X EB Sec, 
Gæ) = la |a€ G, 

POORER A, MEA RA. o EAD o JE Bi 
dU a Z FD r. OPG Xe. TU (ERI RE X, 
Bur yCOQ)Bg «C665, RETURA z tg y 同 轨 ， 
生 易 见 如 此 定义 的 X PARDA ULTE B: — PRA Ur ORE. HD 
RA HEE APERET BAGUE. X 这 以 分 成 若 于 个 
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不 相交 的 轨 的 并 4 
Go) — («| aC G, aia) = ry, 
此 即 态 zs 不 变 的 那 HORA ed] om, #k Gt(6) 23 2 的 “稳定 
EU. 容易 验证 GO) GE, 从 而 是 如 HIT HE, 
BE G Ren BUE, Ez 
8(2) = ip =se), m= aake), n, mom escilm)i. 
对 任何 e G, UC JE š, fli (a) m =G (e), TE 
e 'a(a = [a(2)] = aç [ake] 
oem) =6 (2) =T, 
Hia ac G(z), TFjë e= xoa) Eala), KEE T 
G--eG (a) Uaia) U --- U agar) 
JEG DS TF EE GUI ARADARMÉE. BEERE 
定理 & 假定 对 是 作用 在 集合 X 上 的 有 限 群 , 则 对 于 任 
Bj C X, ES 
(a| - 18 1G) |. (5.2) 


$2 Æ ida TE 


从 一 个 有 限 集 X 到 它 自身 的 一 一 映射 称 为 一 个 置换 , 映 
射 前 通常 的 复合 ， 攀 成 了 忆 斤 的 乘法 运算 全 体 置 换 的 集合 
在 此 乘法 之 下 显然 区 成 群 , 称 此 登 为 “对称 群 [X | =r 3A 
AUBUIERIA UC (或 EE ) n 侈 对 称 群 记 作 S... E Gc S, FG 
rr yer S Su GO, G GE SIT RE, NER Aen 
次 对 称 群 的 任何 子 群 , 均 称 为 % 次 "置换 群 Ra Sa AHE 
是 一 个 多 次 君 换 群 , 它 的 汾 是 21, 由 前 节 ( 三 ) 可 知 , X 上 的 置 
换 群 就 可 以 看 作 是 作用 在 X 上 的 群 ; 反之 ,任何 作用 在 X 上 
的 群 , 均 可 (在 同 构 的 意义 下 ) 淖 成 是 X 上 的 量 换 群 . 
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不 尖 一 般 性 , 可 以 将 X WFR, 2, ne, nh TEX 
任何 一 个 使 得 
alk = 


的 置换 a, Rf AICHE 


i12 -- n 
«-( da = 4, ). 
ŚTT e 的 循环 分 解 ， 置 换 的 奇偶 性 等 在 高 等 代数 中 均 有 
EX. Xd BAL. BUB BA h EDS — E. IERE An 
TR n R RRE, b o BY n1/2, BEER 


1,2, n) = 
(1, E + T; i2 8... n 1 


EREJE RREAN n k CIR RER”, ir dF C, 它 的 阶 等 
Tn. 

ida«-—(12-.), 8= (1,95 (2, (a—1) -, EUF EB] 

D,-— (e, o, ^, o^, Ba, Bo, =, Ba} 

基 一 个 群 ， 称 D, A — WMEPRU. ZEE, WR, B JE W 
元 . 

为 氢 述 方便 起 见 ,此 处 暂时 规定 用 [到 展示 天 次 村 模 吧 的 
ÉEp3ESUUBA,SUS =u BF, HAm] n 

对 l, ZS fL PT RE a, E. 

ot — h E], 


Balli =n+1— it E] 


/12-n—15 ) 


ZH en, (5.8) 
2g-Fi--é-— E, Mak, 

Xx a tg) a inr 1-4)— (24 L E], 

EE! Bs! =a" "8, 


- 118 一 


这 表明 D, 对 乘法 运算 封闭 (注意 "=e, HARA 25. JA 
MEHE n KA ERER TR, : 

了 解 一 下 C, Ds 的 几何 解释 , 对 我 们 理解 这 两 种 群 将 
会 有 所 带 助 ， 在 平面 上 画 定 一 个 正 % 边 形 ， 从 某 一 顶点 开始 
按 道 时 壬 方向 将 各 项 点 做 次 给 予 1 2, … n BL AB, OR 
过 % 边 形 的 中 心 0 号 工 两 点 连 线 中 点 的 直线 取 作 ww 轴 , 将 
这 个 正 ” 边 形 称 为 底盘 现在 设想 有 一 个 与 底 胡 完 全 相同 的 
正 ” 边 灌 ( 备 顶点 亦 只 有 同样 的 编号 ) 材 在 底盘 之 上 上 ， 称 为 动 
At. 使 底盘 保持 不 动 , 让 动 盘 在 底 生 了 上 旋转 或 翻动 后 仍 与 底 
盘 重 合 ， 则 动 盘 上 标号 为 衬 的 点 必定 重合 在 底盘 上 滞 个 标号 
为 7 们 的 点 ， 这 样 了 本 身 喜 是 一 个 ?次 置换 . 现在 证 我 们 
来 探讨 动 稚 的 食 种 运动 所 对 应 的 置换 就 恰好 是 必 或 Boa, XR 
EIO 点 址 直 于 底盘 所 在 平 而 的 直线 称 为 旋转 办， 十 分 明 


Hh, EADAE MZEE EREE RRI GHI KEIEN T. 的 旋转 所 
得 到 的 置换 正 是 由 而 如果 作 7. 03056, MORAER 
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Wk, Joa sp m ET 的 旋转 , aoc site TT 的 旋 
转 ,其 效果 无 异 于 令 动 盘 一 次 作 ELET hy, TAR 
是 a"? — a RERA JUITA, XORSLI DE FP RE Cn 
— 43818 8. 

ERURA SME, CHEM EREK AE > h 
fE 180^ 的 翻转 (向 上 或 向 下 )， 

在 讨论 置换 boz 时, 需 分 开 两 种 情形 首先 , OS HR 
时 , 通过 上 面 询 出 的 关于 Box( 的 的 表达 式 (5.3) 容易 验证 , 对 
于 偶数 的 ,Bar 所 对 应 的 是 动 盘 围绕 过 O 点 与 底盘 上 标号 为 
TEL WUBOGEBOURBHERUN 58, TX T 5 08 k, 
fa? ne 点 与 标号 为 m 一 全 5 工 的 顶点 
连 线 为 轴 的 翻转 . 

当 "ARAN, ME BER M Bt 所 对 应 的 是 围绕 

MEUS n— SU n 1— 连 线 的 中 点 与 0 点 的 连 线 为 

4h) BERG, 如 果 天 是 奇数 , 则 az 所 对 应 的 是 围绕 过 0 点 与 顶 ` 
点 D mecs anao 0855. 

2n. 出 于 ?的 奇偶 性 不 同 ， 就 使 得 De in Ae SE Bh 
Ba! 产生 了 很 大 的 差异 。 当 % 为 再 数 时 ,这 个 置换 Ber 不 
管 怎样 名 是 围绕 基 一 项 点 与 中 心 连 线 的 翻转 ， 面 当 % 为 个 数 
Bl, n DER Bat 中 有 一 六 (Ber，Bar，Bos,…) 是 图 绕 着 一 对 
对 顶点 连 线 的 区 转 , E(B, pat, Bot, …) 却 是 围绕 着 一 
对 对 边 中 点 连 线 的 翻转 ， 闹 清 这 种 差异 就 为 我 们 下 H 寻求 
D, 的 循环 指标 作 好 了 淮 备 ， 

附带 提 一 句 , 当 n23 时 ,Dr 是 非 交 换 群 
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$3 置换 群 的 循环 指标 


对 于 任何 一 个 4 次 置换 we， 总 可 以 分 解 成 羡 不 相交 的 Js 
个 14558, ka 个 24538, «c, h, 个 六 循环 的 乘积 ， 这 时 ,我们 
说 a 是 属于 [hi ko s B JARE, Bep 

Ikad Bekat e E eI. n, 

ME TERARI. Box GEO, 

FGT e, B Sida dod, 如 果 存 在 一 个 7yEG 使 
yey 1— 8, 

EARR, STI AGE o AHAN A M 
a TA ti a, B ik gum 55, 事实 上 , EE yay t= B, 设 
(uas m.) 是 o BY SER AMOR 4e A-A, ME B 8006 36 
分 解 中 必定 有 一 个 相应 的 入 ER Cr Gr y Gy Gi) s 反 
之 ,车 6 确 是 同型 的 ,将 o, 有 的 循环 分 解 从 小 到 大 按 上 下 
两 行 依次 排 好 ， 假 定 对 于 a 的 某 个 如 循环 (exs m) BOT 应 
fig W k-48 FR R: Qaem). MM 2 yani, 2, ---, 
A), SEREIN y, 容易 验证 yay — 8. 

ELT JH (a). RERA K 的 循环 分 解 中 的 AIRA A 
3⁄. 

Bug G E —^4-n IE ge, 令 

O(G) - O(Gs ts, lo, +e, t) 


1 > H asa (5.4) 


I deu ii 
FRIDL n AREE h, fo, nnn, t BE DON J EG BJ (8 YR dE 
标 ， 

T QU, Ks, mr METITE: G 中 属于 型 Cka, Es, 
t) ES CIRCA EG, 则 亦 可 将 循环 指标 吉成 只 一 种 等 价 形 式 : 
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H 


TE 


人 和， 


Oh, Fs, `" BD A, 
[ku 
(5.5) 
Hopine GO cR p E OE) — Un, E, +o, B), CAE P n 8 
这 样 的 分 拆 ; DEsr20 e eu dno En, iio 25 ERRA 
所 有 这 种 林 同 的 分 拆 求 和 ， 
C) n IH: t 的 循环 指标 是 | 
C(S,) =-= L sa n gps, (5.6) 
Ti do li it f 
证 法 1 由 于 |S,| =m, 为 证 公式 分 ,6), RANEA 
C (s, ha bo mnt / T PR, 
i dz 


WHEAT, Ë, ne, EIR n BUB HS & 写 出 它 的 循环 分 
fit He FEAR RE BLANC IU ACERO, 398 e PEU DS Ep p) 38 
JL, 我 们 便 得 到 一 个 全 排列 , 在 写 «的 循环 分 解 时 , BT kA 
LEZAR MARERA, SANA iR, 自身 
又 有 宇 种 不 同 的 表 示 办 法 ， 所 以 每 个 a 按 上 述 办 法 可 以 对 应 
出 LI 各 ii 个 不 同 的 全 排列 , 由 所 有 [jz 和， os EI n UR 
团 换 对 应 出 的 全 排列 恰 姓 就是 全 排列 的 总 集 , 它 共 包含 中 个 
ER, 冉 此 得 知 此 种 类 型 的 置换 共有 1 nb dat, 

证 法 gn yA By HIR) — Us, ao, D), 要 
AE AGES D, ka s, n BEI n KERRE EI A 
可 以 这 样 设 起 : 将 正 整 数 工 到 如 分 成 有 岸 的 站 十 ia 十 … 十 生 组 ， 
使 得 前 后 组 名 在 一 个 元 素 , 接 下 去 ho 组 各 会 两 个 元 素 , … 
最 后 的 如 81 452 n 45038, 那么 所 有 不 同 的 分 组 方法 数 是 

n1 / (11) ^(21)^ (n1), 
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变 想 使 这 种 分 组 法 变 成 光 序 的 ,那么 总 的 分 法 数 包 是 

nl /(L1)5 (2139 (n1) ii kal ekat. 
对 于 每 一 个 取 定 的 无 序 分 年 法 ， 它 所 对 应 EU UE Pa o5, Ej 
ARREA EP IOL-D!SE2-1) 1079 [o 722118 个 
(Br 4 AdeoRIdZEE HEA B. ae A G— D 148). EL EY 


效 乘 上 式 即 得 所 签证 ， 
(Z) n KAARE On 的 循环 指标 是 
c(6)-2 Y GD, (5.7) 


Mob $(d)Eh Eulor 8828. "GCWGMT d IS a Tr Et E 32 W 
的 个 数 ( 规 定 6) = 1). f 

证 明 Ria, E, ny =a, 网 对 任何 一 个 工科 
in, G (G, af QD), c, at GR Y of 的 一 个 长 度 
^s wd BER. ` ç Qa 1 8) q up, GRANE C OE E W 
P MER P A nd -IER KEG o REIR [b a? 
型 的 , 其 中 kars. X WX OL RIN T SUB m h qr p 
+, RAT REIER, n) = d^ RE n D TE 32 ek E 
多 少 个 ， 这 又 等 价 生 计算 使 得 CG, n/d) -1 B; 1E 8 3⁄ 
k/d < k/d' ny 的 个 数 , VIDA A d (ud, inf h, 


1 ~ P REN Td 
O (Oa) — = > pind yt p, 


改变 记号 , 令 zw 多 = 到 可 见 这 就 是 公式 (5.6). 

《三 ) 有 了 循环 从 的 箱 环 指标 之 后 ,要求 二 面体 群 Da 的 
循环 指标 就 十 分 容易 了 ， 

事实 上 , D. 的 阶 为 3 E Bon er BU RES, 除了 G, WAX 
UMS rA MR LEN ESTA LITE TEE 
时 ， 这 个 翻转 映射 分 别 是 以 不 同 的 顶点 和 中 心 连 线 为 轴 的 
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前 转 ， 这 样 ,它们 的 循环 分 解 都 是 有 一 个 十 -多 环 和 全 一 全 /2 
^ 2855, 出 此 立 得 
O0 - too) ++ t8, (5.8) 


*4 o AHBUBCRE, AET BE hhi h a e 29 3 RO, 可 
ELMER n/2 个 9 循环 的 乘积 ， 对 于 以 一 对 对 顶点 连 线 为 辆 
的 翻转 可 以 分 解 为 两 个 1-98 38 8 Qn — 2)/2 A 2-98 IR ftJ e 
MET LT 

(D) = 站 OCOD + (5.9) 


(四 ) n WERTE A, IRIA 
Dow SEU 十 (一 jte le dbi. (5.10) 
"ul T ú 4^; ! 


这 个 站 果 容 易 从 对 称 群 Oa E 2 PE BJ (8 SF J DR Zx sŠ; 
(5.5) HEH. 

EEM ali Tio ka 天 下 型 ,从 高 等 代数 知道 , od 
奇偶 性 恰 与 它 的 定性 数 久 一 (可 十 如 十 … 十 各) 的 奇偶 性 相同 ， 
ju a= kitkat., be koda tee, xp L.I 2. ud F 
n, n Big 2 el], 3r BL 

a=n (mod 2), 
Jin (a +by==b(mod 2), 可 知 a 的 奇 个 性 实 与 8 的 奇偶 
性 相同 , 再 注意 到 A, 的 阶 为 41/2, 由 此 从 公式 (35.5) 妈 得 公 
式 (5.9)， 

CH) 最 平凡 的 次 置换 群 是 单位 元 素 样 , 它 只 击 叭 一 的 
一 个 元 束 昼 等 置换 6 一 《DD 多 …( 四 所 的 成 ， 记 作 EL, 它 的 阶 
为 1， 而 循环 指标 就 是 

OE,) = (5.11) 


CCA,) = 


— 124 — 


$4 Burnside 引 埋 及 其 应 用 


为 了 给 下 节 讲 述 Pólya 定理 作 准 备 ， 需 先 来 讲述 属于 
Burnside 的 一 个 著名 的 引 理 , 它 给 出 了 一 个 置 欣 评 所 诀 定 的 
新 的 计数 公式 ， 它 本 身世 可 以 用 来 解决 某 些 较 简 单 的 轨 的 计 
数 问 题 ， 

假定 对 是 作用 在 X EMEN, TUNI OL 0. +, On 
一 般 地 , UNGURI E EEG Ps LRL XE H. D Ab BB 8 
NG) =n. 对 任何 a| C G, A 

F(a)-isz|z€ X, mz— mi, 
Ej X 中 在 “作用 之 下 不 变 的 所 有 元 素 的 集 售 。 TUE w | 
HET a 作用 之 下 不 变 的 元 素 的 数 上 日， 当 将 好 就 看 作 是 冯 
EARR, Fo | CERE e 的 循环 分 解 中 出 更 的 六 御 
环 的 数 自 ， 用 前 节 的 逢 号 , 这 就 是 h (o). GAUMPECE NCG 可 
以 忆 所 有 的 | E Co) REGES, 这 就 是 
Burnside 引 理 


N(G) -— X Fol. (5.12) 
证 明 假定 9 是 置换 群 G 的 固定 一 个 孝 ， 则 对 任何 的 
z, y € 0, 由 本 章 3$1 节 定理 2 可 知 
I6 (GG | — 16021162] 
| -|8| -1965|iGG) | 16] |G Gn !, 
HC Eze CLER, MESI uh ñi OCAR RET HEB ü 
素 个 数 一 定 相同 (虽然 一 般 来 讲 ， 未 必 有 Gr) eG). H 
在 再 来 探讨 一 下 这 一 事实 的 直观 来 由 . 322, veo, 则 必 有 有 
aCG (E y=ala), IER BEG), H 
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efa71(y) —a8 (a) — aia) = y, 
XER og € G(y), ME oG (aya cQ). 反 向 的 包含 关 
系 亦 可 类 似 地 证 有 明 , BR HER. CO a  —GGD. Xf Il 
情形 我 们 说 子 群 GG) 8 GOD) EISE HERUM. PL NL, 其 
AE) FER ITI E. 

3üxE ELA PB Ur SN EH PE WS E E tE amm 的 元 素 对 (x, a) 
的 个 数 , 便 得 到 

AiecI-Xeoi-3xeo 
-2|8| - N (8)|Gj, 


证 毕 ， 


^ BS S, 根据 不 同 需 要 在 贺 上 宕 尽 一 个 数 萌 函数 an, 称 为 
Tu IPA n mEJEbG qe X ERGA x RED aC 9, Bf 


Aw) =u (0), TIR EERÉS ALT XR SRU RR MH 
公式 : 


Suh) = dp X. wo. (5.13) 


当 所 有 的 权重 等 于 4] 时 ,这 实际 . EEZ AT (5.125, BE 
HD EUE IEE Burnside 4 ARRE, ELFE E iE 
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FEW EDT EH] T Burnside 3| uf E S 8p HE 90 2: sN 
BUE GROS HRS M FH. 

HEHA BEOS (or, sco) 是 任意 
BB E A, qu Q tU a 5638 CRI 1 E RD Br TE BS He 2) 
zt da, … Gu FB Fl, HDi ECCE] HE 9), XXRE, ë 3 #E 
D - (4, 2, eu WP: Q rp HS B S — F a ak / pk de Cu ñB 
作 戌 ) 一 个 出 排列 ， 但 须 注 意 ， 凡 是 经 过 一 个 “推移 "可 以 变 成 
相同 的 酶 全 下 数 所 代表 的 是 同一 个 圆 排 列 . 以 OP XR E X 
CToDgüuudAT GCBENSSEERUEA. TERTE B FE 

定义 1 Z D En DIS OPE C, tE] TRR RLR 
Z BE — F BUSES, 

其 中 Oa EO? 的 作用 是 这 样 定 处 的 对 任何 waEGu 
FEQ’, afio = fam, z€ D, MERIH Burnside 引 理 
来 汪 明 下 述 的 医 于 阅 排 到 总数 的 公式 ， 

公式 1 ?个 元 素 人 允许 重复 取 %w 个 所 作成 的 加 排列 的 总 
d, Bü Sk OP Zo SEO, TEIL F ü fun H A 


N (a, r) = 二 Eee (5.14) 


证 明 Eta Dy TE C, BU ER G, ED e-- 0, 2, 0, X 
TEfI— or wA), Q" rp EY e? Jx E BJ Bš 82 20 28 
AAW CARE f RIA FEET RENNA E SENE Bx, Xf 
ge==m (mod n), g fw) =f hm), BARIER f JA BN, 
XP EL SS HH n, Hp ELE JURE ERR G, v. Im, H: ER 
J8H ER CE, m) B s X f, S ER ECL RE IU], 从 而 必然 在 号 作用 下 
TE, ARNAR S f a, 作用 下 不 变 的 弃 要 条 件 是 它 有 周 
期 (5, 站, 9? h Rod RUE OS, 交 的 函数 显然 共有 7” 个 , Hi 
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此 得 到 [CoD | = em, PE 一 BUE AX (6.12) SUB 18. 
N (n, T) =Ñ] (C. 2) = a > (aby | = L giram, 
kal 


JibzE ph BUB H BU HE f bi, > 一 
组 给 定 的 正 整数 .满足 条 件 bitbit- tbn HR 
or ba F oz, po b, F Qo, 所 组 成 的 圆 排列 有 和 多少 个 ? 为 此 我 
TERTE O? 的 这 样子 集 E, 对 任何 JE 至 ATE D K 
ÉS b; oU CREA a ($—1, 2, +... 和， 显然 Co 也 是 作用 在 
ELBE REMEE fr TER 召 在 O, 作用 下 的 轨 前 
数目 . 

对 任何 JE 吾 设 它 的 最 小 周期 为 了 WEA Tn. 此 时 
UCD, F5, Fe 恰好 包含 有 9/ 下 个 完整 周期 , 在 每 
企 周 期 中 都 含有 同样 数目 前 ox, 而 co. 的 总 数 为 b, WADE 
(aT) |da G= 1, 2, 站 ,这 闵 等 价 于 (| C, bs, +o, 
b). iB B— (b, ba =, b), 则 环 能 成 为 一 合 量 小 周期 的 必 
RIRE T Bae T—d(n/B), HP d|B. 5-7, x 
fi | B, wa7 瑟 ) 确 可 成 为 某 个 FE 吾 的 周期 ， 且 容 易 丰 出 ， 
以 d (nf B) Jg FUSE CIS AE ERN RU E rh f RJ RECS 

n 

= 5) C) 

EEA 
X] TA — Ae akan, EAEEREN E h FAHA, l ab P, 
FIRER n/B Piala CPI RUINIS EPOR n: B ARRO. 
因此 在 应 用 Burnside J| Beh RITR Sak PR, Xon 
kb-—w(/B) (s—1, 2, -«, B). du (o, B) —d, M] Z e 4E 
用 下 不 变 的 E rB f BSEC EAE CO KE: OS BJ DL da B 
周期 的 去 中 的 了 的 个 数 。 由 此 应 用 Burnsiqe 3| Eg Bl f 
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公式 外 [H b: F e, ba os, +, b, 48 wr 所 组 成 的 图 
排列 的 总 数 是 
N(m b, ba, ^^, b) . 
_ 1 $ [ww, Dn/ B]! 
a AE DE e RE 
B JL B jJ B 


(5.15) 

Bi (项链 公 式 )》 以 cs, cos, c, cs DERE T RIP Fd 
颜色 的 珠子 ， 问 由 这 7 种 珠子 串 成 的 长 度 为 名 的 项 链 有 老少 
种 ?对 于 给 定 的 > 全 正 问 数 bi, b oo bn 还 可 以 间 由 六 个 
oz， ba 个 es, ttt, b. Ae oy BELLES OR IRL DUCATI X 
LE J B pip uj i. O^ 中 的 每 一 个 函数 可 以 代表 一 条 项 
链 ， 项 链 和 和 国 排 询 的 区 别 公 在 于 22” hi E RC f, + X 
经过 "推移 ”得 到 的 落 数 ， 而 且 祭 过" 盎 转 "得 到 的 函数 也 应 看 
RERE- ASA. ARH, 项 链 的 精确 的 数学 定义 应 该 
A 

定义 名 集合 Q^ ETHE D. 作用 下 的 每 一 条 轨 称 为 
是 一 条 项 链 . 

以 M (n, 7 表示 让 "7 种 不 同 元 素 所 组 成 的 长 度 为 n 的 项 
链 的 个 数 , 关于 项 链 的 计数 问题 ,有 如 下 的 公式 ， 

ES 


1 a L. 

DEN 一 (X, n 1) p n 
M(2n--1, r= 7 Ren S r + (5.185 

M (28, r) = ESE pin gu). kL r"(r-F1), (5.17) 


证 明 Stem ays O. 16), SERE Donea 共有 9020 4-1) 
TER, MARERE, Db ac 26 RE IF 2 十 于 
XE rh Bü se ELS PEE DO 2=/ C2a-1y8UE BJ Jg e, 则 所 有 
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=: 

2n --1 AP HIC RE OU er, a, ee, o, o (Lo [ER Du), 
另外 的 2n 3-1 45008 JE 5833 88 € ATU R BB rb yK a 3E ER 
所 作 的 180^ 的 翻转 pisl, 2, =, 2n-- 1). E BEDIAS SE ie 
A| F(a*) | or^". TS ERIS o, ARIES FAS E 
i 3k f RE UL das Du BB A Pk Bl A 8k. X? T TRU i FO 
有 ”个 值 可 取 , 而 对 qa) 有 侧 的 %w 个 顶点 的 任何 一 个 了 均 可 独 
WER Q ERE, BIROQ 9 Mp Fo) | o et 
从 而 根据 Burnside 8| 3813 

at Quei, r) a d (8 nemi ST Leto) 


Da, i| SESE 
Sn+1 
-ZETI 和 
对 于 Da, 它 的 元 素 际 了 27 个 旋转 中 之 姑 , Hs 2n 4 
翻转 还 可 根据 是 相对 于 两 对 边 中 点 连 线 或 相对 于 一 对 对 顶点 
ELS NEMDE AE, 4. BDI ME Q4 ulisi, 2, 
.显然 有 ,对 每 个 os [E (o2 | 91 HEAR M. | P'O l = 
pU 从 而 
1 
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z: 1 i N 
Af(2n, r) =l > | (a) | 


LSUF(o AENG l) 
ial i1 


一 二 人 $ rE ppt mrtly 
^ g=l 

— i RA (NER P 1 ICE 
Ez T i q^ (r+ 1), 


将 公式 3 与 公式 1 粗 比 绞 ， 我 们 得 到 项 链 数 且 与 加 排列 
数 日 之 癌 的 关系 : 
TUA 
i 


Mui Dm4 N Ont rpg" 6.18) 


" z: laop 
Mn, r) — + N a, r) up SS i, (5.19 
现在 来 讨论 请 制 区 日 前 项链 ， 或 称 为 "约束 项 链 的 计数 
问题 ， 以 HON bs bi, Bo, +o, by SOR IR bi F en, Da 个 coa, 
dux 


s be D oy 所 织 成 的 项链 的 总 数 , 则 用 与 公式 2, 公式 生 类 似 
的 推导 方法 容易 证 得 


公式 D MRY- mH MKD PRETA, 


T b, JE PERS, MA 
M (2n 4-15 bs, bs, e, b) 


-LN (2n--1; D, bs, b) 


M 如 中 奇数 多 于 一 个 时 , 划 
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M(2n+ i; bi, ba, ee, by) 


- Nnt b, by y 8). (5.21) 


ID WRS a-n, Nh LARAN 
M (2i b, s, tU, be) 
= N (2n bs, ba, on, b) 


24 boh RARA Z, ii bi 5.75 6) pr 
M (2n; 51, ba, US b, . 


NOn bi ba e, b.) 
1 (n= J)! 


十 ; 5 
9 (zu y med b. Ji 
2 '^« 3 N27 27 


(5.23) 


M bob TW 
M (ni; bs, ba, se, b) - Nn ba, bo, =, b), (5.245 
Axe n NE b; bi, Bs, Utt 55 RA zh 2 来 计 算 ， 
Z3 Š AA IE USUS BH T 29 Ba BET 3808] R Pie) T C 
之 间 的 关系 ， 


$5 Pólva 计数 定理 及 其 应 用 


首先 我 们 来 讲述 可 以 用 了 自 ya 计数 定理 求 计算 的 问题 的 
MÉR. 给 定 一 个 定义 域 D, — DA OR, 象 通常 一 样 , 将 
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定义 在 D EHE B PENA EE Sed pr. Sw 
一 个 作用 在 五 EASTEGGED Liu P PE. m4 sa 3 fr, 
DER 称 为 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 置换 aG G, 使 得 对 
—B d€ D, fi(d) -fa(a(d)).. Sy Ero ut Indos 2 y 8g Tr 
TE R SE rot ashla. EE LEX -TREA ao, JES 
数 取 值 为 天 维 空间 的 非 负 整 点 , 本 以 记 
WP) = QQ), war), rn, RUD, 
其 中 st 是非 负 整 数 . 对 于 每 个 EB?, 指 定 一 个 权 W CP). 


W Cf) — [I oa act 
i H = , 
Acr 


此 处 zí, za s, m 是 形式 参数 ， 容 易 看 出 , Wira DERU EE 
有 相同 前 权 . 

HERR Pólya 原来 的 说 法 ， 把 定义 城 必 中 的 元 迪 叫 “位 
WU, ER 总 中 的 元 素 叫 "图 形 gore), R? rh Bj 4 Son] f 
“ 构 形 ”( 或 " 选 序 ” , Bh TE CIR BE”. 

假定 在 R HC Gs j, 区 的 图 形 有 Pss 个 , 令 

RB (aa, mo, +, 一 了 
称 为 “图形 计数 级 数 ” (aR ER 36 P” store enumerator), 
RD PREF aa e MR ROI SF ta Hu, 个 , 令 
Hm, mo, e, ma) — P fa mam. vg 
称 为 “ 构 形 计数 级 数 ” 

我 们 的 回 题 就 在 于 寻求 移 形 计数 级 数 , 一 旦 有 了 它 , 利用 
HETA, ERIH Hoaas WAINA A 权 mban... 
az 的 攀 形 的 等 价 类 的 数 日 育 多 少 个 ， 从 组 合 数学 或 图 论 中 
提出 前 许 洛 计数 问题 正 是 以 这 种 形式 归结 为 对 具有 指定 权 的 
构 形 等 价 类 的 计算 问题 和 的， 很 显然 , HG. ma, 00, ww) EK 
BUT DERE 9 的 循环 指标 CC) TRE JÉ tp CER Sk hos, vs, 
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-n tO. Pólya 找到 了 这 种 依 入 关 系 的 明显 去 达 式 ， 这 是 一 
个 有 着 优美 的 天 现 形式 条 广泛 实际 好 用 的 计数 会 式 。 

对 任何 一 个 置换 群 G 的 循环 指标 

OO = O(G5 f, fo, i, 1) 

TUE BELA Bm, qu, n, Te y 

C(G, Dtr, vs, +, m) 

=Ü (G; D imi, ma, w, Ad, bd, a ee, omm, s, 
bm, ad, +, aD). 

EH $(Pólya 计数 定 捍 ) 物 形 计数 级 数 可 以 由 将 图 形 
计数 级 数 以 上 曾 的 方式 代入 到 构 形 群 的 循环 指标 中 去 而 得 
到 , 具体 地 说 , 我 们 有 

Ha, 和， 

证 法 Xp REReCG, Hü FHIZRMLEONDBE—-r R” 

上 的 置换 &; 对 二 任何 一 个 FE BR?, S 

& f (a) ef la), 

ND RD02B,ÀGBCUSaTHE—A4 W B Muy Q. 于 是 
R" hb pp 36 2k TAXE e G ZTH, Bf 
是 在 FASE 4486, Z 是 a HEAR 
为 1 的 循环 ， 风 对 七 的 表示 式 中 的 每 一 个 二 素 必须 有 
fü -f((). AEN, Ff ERTER, BEAMEN 
# Š MAJE — 040, AARS, 即 了 了 如果 确实 在 o] 
RAIER BUT JO3E RRR, RE Ë ZE 3 jh 5 
PASE. BERTAT DL Hp RB A MIEcK qu H ZE Et da 
之 下 不 这 的 所 有 灼 形 了 来: 对 的 每 一 个 循环 志 D. R rh ph ay 
地 选取 - -个 元 素 r, 然后 在 参加 到 循环 dor Sod D B 
fü er. DORGRAUCUARNEGLG D ABI | EL oe d TH TE Sa 
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定 出 在 《之 下 不 变 前 的 形 了 的 数 日 ,但 是 我 们 的 目的 并 不 目 
JE, 还 需 考 瀑 进 一 步 的 问题 . 若 元 素 了 的 权 eo T G, t, 
kias dx) (ED unir) =s, wir) = ĝa, r., wy(r) =), 而 š 的 长 
BEA T L WB SE Š 就 为 和 式 D WW 用 贡献 了 一 个 因 式 

> (atas v) m ha, v, UU. t). 
XT G h EA e, 就 有 

EWG) = Jes, a$, suat] 


{其 中 s= 1Dj)》， 将 此 方程 左边 对 全 中 的 所 有 5& 求 和 , 有 边 
mde 求 和 , 再 分 多 Re -|G| 4 


rm 2: &, W Qe E» = JG, gi oe, op JEO, 


这 这 个 方 EHA HE o(a, hi, Wa, ttt y) . 应 用 A 理 
8 知道 , 左边 就 是 BR? 在 置换 群 介 之 下 的 轨 的 权 的 和 和, 但 是 由 


== 
4 


a " B 
>r W (8; =- > 本 Ur v = # (a, Xa, ít, Ux) 5 
= 


从 而 定理 得 证 ， 

下 面 我 们 玉米 给 出 Pólya 定理 的 另外 一 种 证 明 ， 它 不 直 
接 引 用 Burnside 3[ 28, 而 把 引 理 的 证 明 思 起 销 入 其 中 ， 丙 种 
IEE ERE A EAR A, 并 无 本 质 的 差别 , ARLAN LG 
和 印证 ,会 使 我 们 对 这 个 重要 定型 毁 解 得 更 深刻 , 掌握 得 更 牢 
E. 

证 法 Vl iC p. VEG iy 2k Bh 2k BI ave 
(单位 元 ) ,02,7，0p， 对 每 个 a, 邻 

Een == Eo tu wa, 9x) = FD), 


Fë £ ra: 


这 就 是 在 黑 ' 换 反之 下 不 变 竟 所 有 构 形 的 权 的 和 ， 称 它 为 闫 
于 a 不 变 的 构 形 计数 级 数 ( 或 选 序 校 举 了 于). 

今 任 香 :一 全 固定 的 构 形 f 来 考虑 ， 我 们 知道 使 了 不 次 的 
全 体 置换 a ( 实 应 为 的 作成 全 的 一 个 子 群 人 Gy. EG 3 G, IE 
ARREA EA 

G=e U BG U e U B, iG, 
WAE f REREN S ER G PRD ch 3k 818 # m e 
FENE, EAE y, f, e B. f, Iib m Boh: gys h 
MRTA 

m |G;| — 1G] — P, 

Seis ck, x^ Bf 恰好 也 有 | 人 | 个 置换 俩 其 不 变 (使 
&J IE 6 HERE G HRM T NE BGrBr0， 因 此 了 连同 
每 个 后 了 的 权 都 在 下 列 和 式 

E (o4) + Cog) + + E (a) 
th | G Air HERE, x Finds, IRE 了 所 在 的 等 价 类 的 权 
W Cf) Gxst W (8,5) -W Cf) —3dof rp i 现 的 总 次 数 为 
m iG = [€ = 次 ,从 而 对 于 算式 

CE (o3) + E(ag) 4- + E (5) /p 

egt, WRUAUION SOT ORUECE UIS IU SUA ED EHRET — 
次 ， 这 人 恰 世 :表明 它 就 是 我 们 开头 所 定义 的 构 形 计数 级 数 
FI (aa By oe m), 

最 后 , 今 置换 o; 的 循环 分 解 具有 一 般 形式 的 循环 类 型 
D, Es, +, A]. HE f€ F aD M BIO Fk os mae; ë SR 
C 上 取向 一 个 了 值 ， 由 此 结合 履 法 规则 ， 当 令 f 跑 过 整个 
也 (2 而 对 了 的 权 玉 (有) 求 和 时 , 即 得 

至 CD = X) WOSA he, 
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其 中 amm, es rns a), Jah, a, 的， 对 所 有 的 
¿ 求 和 并 根据 群 G BOB SER A EL 


P 
EG, zs nns 2) == S) Ela) 


1 3 t a 
= ig] TAEA EDS 


=G (GS ha, ha, e, h.) 
= (GH h(t, ws, +z, @g)), 
现在 举 九 个 简单 的 例子 来 说 明 计 数 定理 的 应 用 ，- 

H1 Wm BH SE SL a, ax, …, dam 中 允许 重复 
每 次 到 % 个 的 排列 问题 令 D= ,2,…, n), R- (ar, to, 
… go 叶 ， 则 所 说 的 排列 与 EP 中 的 构 形 形成 一 一 对 应 ， 为 把 
不 同 的 排列 着 成 非 等 价 的 构 形 ， 所 以 假定 等 价 概念 的 置换 群 
具 能 让 作 单位 元 素 群 G= lek. TE 


C(G) = tj, 
对 每 个 auc 及 ,如 此 定义 杭 ` 
wla) (wa), As (a), t, Wn (a), 
1, 5 j=, 


于 是 图 形 计数 级 数 为 
h(i, £a, e, Bm) =t tat e t Em 
应 用 Pólya TH EEAO 
HG, du, 0, Ba) = eH egt ee Ea, 

令 所 有 的 c. WET 1, 即 得 -一切 稻 锅 前 重复 排 询 共有 m". 

例 虽 试卷 虑 从 空 种 相 异 事物 ai as, +, am 中 容许 重 
复 每 次 取 % 个 的 组 全 问题 ， 所 有 的 定义 一 如 前 令 ,但 此 时 ,由 
于 对 不 同 的 组 合 须 看 成 是 非 等 价 的 构 崩 ， 到 此 用 来 界定 等 价 
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SMS RESP EDUE n DOT TRRE S. ae h Pólya je m afo 
知 拘 形 计数 级 数 为 
H imi, Wa, tt, Vy) =0 (Sn; ñu, ha, +°, Rn) 


1 ~ RI bap ta k 
=- S Ahh has 
7 LT TI i £ I 
izl 


其 中 ha able eh, 

B3 $ D={1, 2,7, nj. BR AMAJE TERN S: 
# H R= 0, 1, 2, T. Rna oS SEOUEA BDE SE, 用 恒 等 
Br o (m) — r SERE LC, THESES CER 32 

A (z) 3a eeu d. S (Lay, 

于 是 构 形 计数 级 数 为 

Hs) -O(, (1-2)75 

-O(S (120, Gai «e, (La) 
Ti oix [ i i 


x (1—29) 9... (1—2 702. 


BE HORAE E R 3 rye T Vh BEER. 


$6 ILS NAE DR 
TIE RE n ed b MAE SEGUI, 譬如 


n=g twake Ee m0, bsd, e, hb, 

RAE n B —4- k-ap. TA n RTA h- 3 et RC LR 
相当 于 上 述 方程 的 所 有 正 整 数 解 的 组 数 ， 而 这 是 极 容易 求 
的 ， 设想 在 一 条 直线 上 点 上 于 个 点 ,那么 这 于 个 点 披 此 之 间 
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形成 % 一 工 个 空隙 ， 在 这 些 室 院 中 任 取 出 k- í 438 82 
一 条 贤 线 便 将 这 2 个 点 分 成 了 祁 分 ， 狂 各 部 分 的 点 数 仿 次 
IEH eism ce, 和 %， 从 而 本 得 到 了 如 的 一 个 如 分 拆 ， 这 种 对 
应 办 法 显然 是 一 对 一 的 , 于 是 记 有 分 拆 的 个 数 便 二 所 有 插 
AGRAR ERG 而 这 显然 就 是 (” |). 

如 上 所 讨论 的 是 关于 % 的 有 序 分 拆 , 它 实在 太 简单 了 ; 我 
们 感 兴趣 的 是 关于 名 的 无 序 分 拆 ,这 就 要 复杂 得 多 了 . MMN 
的 无 译 分 拆 是 指 对 于 “的 任何 阿 个 有 序 分 拆 ， 当 它 人 只 益 一 
个 分 拆 人 各 加 项 之 闻 的 置换 时 ， 便 看 作 是 向 一 个 分 折 例 如 对 7 
的 两 个 4 分 拆 | 

1—141-248, T=1+83-+1-+3, 

FEA DESEES MEAFAR TAIT 
ERARA W PR41250 MEA KAHE 
BITE HE 38 CR DUE 2 DEI, BRNA HRT. 
REZ mx 


n= tH Dat ede, 
的 满足 条 件 neers e mel M R A s Y m 
的 一 个 无 序 的 和 分 拆 , A FRIARS A RISE, 4 IY 4 
ii. 
A py (n) eo n DU BUS kn Jing EE. XPBDES] n S 
pon = pin) pa + =, 

Tp ERO ERN, Bl M bon, py (9) —0; ERR n BIB 
有 不 同 的 分 拆 的 总 数 ， 辟 如 对 na 来 说 ,我 们 有 这 样 一 些 分 
ds 


-1, 5-842, 5-84141, 
6-2--2-1, =2 十 1 十 1 十 4， 5=1+L+1+i+iİ. 


— 139 — 


Ej 此 p (B) — 1, p.00 —2, Da(5) 一 2， mB) — 2, (5) =1, 
p(n)-1-2-24-2--1cL-—T, 
现在 对 % map Ry. 
R= 十 tr 十 机 Gte e l, 

用 一 些 点 图 米 开 示 这 个 分 拆 , EX CH EEE e: 个 点 , 第 二 
行 上 画 上 “2 个 点 ,等 等 .各 行 的 起 始点 画 在 第 一 判 上 ,第 二 点 
HESL PE gS, pima 16—6--4-—4--32-1 yc 4- 43 Pe 
画 出 的 点 图 应 该 是 


这 种 点 图 与 分 拆 之 间 的 对 度量 然 是 一 对 一 的 ， 对 每 个 点 图 当 
RIEBE RE 一 下 ( 即 把 行列 对 调 )， 就 又 得 到 一 个 点 图 ， | 
如 从 上 上 一 点 图 得 到 前 转 置 点 加 全 是 


而 与 这 个 点 图 相对 应 的 分 拆 侣 是 

16 一 5 十 4 十 4 十 8 十 十 
与 转 置 点 图 相对 应 的 分 拆 称 为 原 分 拆 的 共 示 分 拆 . 共 应 
关系 显然 是 对 称 的 。% 的 志 - 分 拆 的 共 轿 分 拆 显然 具有 这 样 的 
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EM: 它 的 分 拆 的 最 大 部 分 的 长 度 等 于 加 反之 亦 然 ， 从 这 种 
简单 的 图 示 分 析 联 使 我 们 得 钊 如 下 的 重 蓝 定理. 
IED ERA a HA bp ERU Sk Së p AH 38 2E 
的 最 天 部 分 等 于 在 的 中 的 所 有 分 折 数 . 
fa] 3: 3E THE BIBT D: E LR poo, "Eu n PJ BUR ZF SA 
数 , 这 显然 世 就 是 下 更 方程 的 房 有 整数 解 组 数 : 
Nm a 0, 
如 果 我 们 以 y. EORR v, XT puo; 的 个 数 ， 则 也 可 看 
Hj p (n) 可 是 方程 
ne lyr t Rya Te Rye — us 0,$-—1, 2, te, 9} 
的 整数 解 红 数 ， 
定理 6 pooR RER 
fo) = ipl rtp) eT e 


就 是 函数 P(a) - M ah, 
证 明 HA G-a e eaha, GP 
n= lh 292 4 nw. B ERER (s Yeo tu Ya 我 


TAG- 20 7 Es B USE RISE RU EUR C dom E, HR 
yJ 0) , 8 8] — i a^, XL dk P (a) BJ xp BS ik — 4 2" $i 
也 只 能 是 通过 这 种 办 法 得 到 , 因此 a^ 的 系数 便 是 方程 的 解 组 
数 也 就 是 % 的 所 有 分 拆 数 ， 证 毕 ， 

IUE — T IESUS n, BERERA m 分 作 最 多 不 Hiin 
部 分 的 分 折 数 记 作 Qu, W) gm 也 就 是 方程 

TG a Wo OD 
的 解 组 数 ， 这 样 q 的 发 生 消 数 恰 就 是 例 3 中 记 讨 论 的 构 形 
计数 级 数 : 
Ha) =O (8,, (1—2)79, (5.25) 
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Th 80 1 55 gm 也 就 是 俩 得 分 拆 的 最 天 部 分 不 超过 色 的 m 的 
Br 2E EL ROS a 
m= lyst yat e E Nn y0, t=, n 
的 所 有 解 组 数 . 出 与 定理 2 完全 类 似 证 明 方 法 易 知 gw 的 发 
后 函 数 又 等 于 (也 可 作为 第 二 章 例 4 的 特例 入 到 ). 
. - 1 
Ty 

3X (5.25). (5.26) 结合 ,使 我 们 得 到 J 恒等式 

人 人 一 人 一 


(5.26) 


EJ 

1 t n! ~. MESES Ay 一 名 一 如 

Lg ti 20 ay oan- 9 

“ p] mh 

izi 
= (4 m) 3 a3) ts (4 a), (5.27) 
洲 久 一 2 时 ,由 此 起 得 到 
2 1 1 


Co) (799 1-w" 
H n=3, 又 得 
8 
(L—9) (1-2 (1—2?) 
一 - 工 ` 4 3 d. 2 
(1-2)? d-aia) i-a" 
当然 这 些 等 式 也 和 容易 直接 验证 . 
性 等 式 (5.27) 星 年 曾 上 出 MacMahon St ei SORT AE Br E. 
由 以 上 的 介绍 可 知 ,整数 的 分 拆 问 题 也 涉及 到 计数 问题 ， 
因此 它 属 十 组 合 数 学 和 数论 的 交叉 部 分 。 Wa RB, Ei 
算 PCD 常常 是 非常 复杂 的 。 例 如 ,MacMahon 曾 反 复 底 FJ 28 
推 关 系 , 经 过 一 系列 朵 烦 的 计算 之 后 才 拒 出 
: p(200)5 = 8, 972, 999, 029, 388, 
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可 以 想见 ， 即 使 代 助 于 现代 的 计算 器 去 计算 p 10000), 3i 
也 不 是 轻而易举 的 事 ， 对 于 这样 一 奖 计 数 问 题 ， 人 可 的 兴趣 
HARY n 无 限 增 大 时 p(w 的 渐 近 公式 ， 如 所 知 , Hardy 
与 Ramanujan 网 证 得 下 述 结 果 


1 s 6775 (noc), 


pg m 


其 中 4 一 mwY373， 后 来 于 1987 4g Rademacher X xr LIT 
FERMELE 2 为 表示 成 一 个 收敛 的 级 数 .， 这 是 理论 上 的 
一 个 重要 成 了 洒 . (S M. Hall < 组 合 论 ?第 4 3€.) 

在 这 里 我 们 只 是 结合 Pólya 计数 定理 前 应 用 ， 对 整数 分 
拆 问题 作 一 点 简单 介绍 , 而 不 专门 去 讲述 ， 因为 它 卫 是 组 合 
分 析 的 重要 组 成 部 分 之 一 ， 建 议 有 兴趣 的 读 考 可 去 查阅 有 关 


$7 对 群 的 循环 指标 和 ?2 点 图 的 计数 多 项 式 


图 的 计数 理论 基 图 论 的 重要 组 成 部 分 之 一 ， 在 导出 关于 
树 和 其 它 各 种 类 型 的 图 的 计数 级 数 时 ， 一 般 都 要 用 到 Pólya 
的 计数 定理 ， 这 里 我 们 只 以 讨论 光 点 图 的 计数 多 项 式 为 例 以 
示 Pólya 定理 在 图 论 中 应 用 的 一 珊 . 

直观 地 看 ,平面 上 有 轿 个 点 ,在 某 些 点 对 之 间 具 有 国定 的 
ER, 这 便 是 一 个 “图 ”， 一 般 地 说 ,一 个 图 G EH p 4g 
PRA BUR V = V (G) fU sg H V rBORTREUR S q 个 无 
序 对 构成 的 一 个 集 X AR. X 中 的 每 个 点 对 w= Dr vr 称 
为 是 (联结 点 世 和 % 的 ) 一 条 线 (或 边 }， 一 个 有 Pp 个 点 与 9 条 
线 的 图 称 为 一 个 (op, pH. 

WidEO 和 互 ， 若 在 它们 的 点 之 间 存 在 着 一 个 一 一 餐 
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Sto, VOV), Ku, VEG H-a RN E A 
(c(u), cE H RR, IS GA H ADAN. BA, 
癌 构 关系 是 一 种 等 价 关 系 。 一 般 销 涡 下 把 被 此 辣 构 的 如 看 成 
是 同一 个 图 ， | 

以 pss EREA GEHEN, MAH X 

d; e) 一 之 fig" 

称 go(2) 28 p RAISES, 

4 V-(, 2, 5, p, X4 R= (0, 1). DL D VO si 
V rh —3jüT 5B (u, 中 OA MUH DA Rype 3⁄ 
Bp D" rh ft fg AH FÉ FERES, AEAT tB) p + 7 
FAS, EA fiu v) 等 于 工 或 0 而 次 定 由 v 之 间 有 无 线 连 ， 
B ERRAR o BEEE, M w(0) — ORE 2T) —1, 为 
了 能 够 应 用 Pólya 定理 来 计算 gpa) REEE A EAE 
等 价 的 构 形 断 对 应 的 是 不 同 构 的 图 ， 所 需要 的 是 怎样 的 构 形 
群 ,以 及 该 群 的 循环 指标 如 和 何 ， 

取 8, 为 作用 在 人 六 上 的 对 称 群 ， 由 5; 可 以 导出 一 个 作 
用 在 VO FA SP, qmd Bs LI. X Hg a € S,, 
XH —^4- e€ ST, o 对 每 一 对 0, 办 的 作用 定义 次 

e (4, 他 = (aš, aj, 
Pk S ER. MERES? 就 能 够 满足 我 们 上 述 机 求 ， 
即 当 且 仅 当 在 对 群 作用 下 等 价 的 两 个 构 形 所 对 应 的 图 二 是 间 
HH. EERDERE S? 取 作 构 形 群 ， 丰 此 场合 ， 图 形 
HARAK Ræ 1e, SORORIBUS a* 的 攀 形 了 所 对 应 的 
怡 就 是 一 个 (p, OB. TANE 
OS = OO ti ty, tt, fco)? 

KERHOMME PR Dr Pólya ZAH 
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A 


定理 ?pp 点 图 的 计数 多 项 式 为 
mæ) -O(STP, 129-2). 
$8] TF f B] BI 918: E SE EE gon EO e dS b —— C (87) 
的 具体 表达 式 了 ， 
任 取 一 个 o! ES 假定 a 有 一 个 -循环 
(4. jh {i 办 0)， 
BP afe, j 0, 办 ,于 是 有 丙种 可 能 ; 


i) 一 j=j, 


2) o'à—3, o^) == d, 
TER EDS RCRERHRUE EG HE UO HIT. 
对 于 第 一 种 情形 ， 我 们 写 下 两 个 数列 
(4, ad, a?à, <, at M3, 
Cj, ej, ej, of), 
W 3k 4432) ELS IE HR XCRE Bb HERI. —— t 
c fH TEUDAEAI— EC ERHBCE -AA MAARE 
ib. 

3) 第 一 列 中 任何 一 数 ， 眼 第 二 列 中 任何 一 数 几 不 重合 ， 
同时 两 列 自身 也 均 无 相 重 的 数 ， 那 么 此 两 列 分 别 是 4 的 两 个 
不 同 的 s- 循 环 ， 而 对 BPB AP ELE HU -循环 , 当 把 第 一 个 特 
环 以 菜 种 方式 写成 直线 排列 之 后 ， 第 二 个 循环 写 在 第 二 列 仍 
# s 种 配置 方法 ， 记 以 “的 任何 两 个 不 同 的 循环 , T 
化 出 组 注 足 要 求 的 数列 对 ,因此 这 种 数列 对 共有 s( 2 ) 个 
(其 中 加 = 如 (@) 是 a 的 s- 循 环 的 个 数 ). 

b) 第 一 列 与 第 二 列 无 重 数 , 但 某 一列 本 身 有 重 数 ， 此 时 
设 第 一 列 的 最 小 周期 为 4 第 二 列 的 最 小 周期 为 1, 必须 有 
lAr, 又 为 使 对 任何 <b<s B Qo, og) v (q, 办 ,必须 而 
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HRH mir, D sa, | 

EHRE AR P m (r, D =s 的 7<1 及 & 的 一 对 
BER T-URTRAU 六 循环 ， 实 味 上 可 以 站 它们 得 到 tr, D+ 
ERAF. QE: 为 证 此 事 , 实际 只 需 证 


T, 2r, ) Q5 
e 
y 


THd-1, 2)e£d-1, =, Šr+d-1, 


ARET 6582 8 mw. m(si)-(ei)-n5 
DL r2, Br UR T DEAE AR, DW r, 2r, +, 
— r iks 1 的 剩余 集合 是 (0, d, 20, -…, 1 一 d)， 由 此 可 知 所 
说 的 数组 确实 组 成 模 1 的 完 会 剩余 系 , 

o) 第 一 列 与 第 二 列 有 重 数 , 此 时 第 二 列 不 过 是 第 一 列 的 
某 个 准 移 而 已 (它们 所 对 应 的 图 排列 相同 )， 又 当 这 种 情形 发 
IERS, BERAT a 的 周期 (否则 数 对 (oz，ozg) 问 将 有 重复 
者 )、 所 以 情形 O 发 生 当 且 仅 当 两 数列 均 对 应 a 的 同一 个 s- 
循环 ,只 是 位 置 悄 开 而 已 .这 就 告诉 我 们 这 种 数列 对 当 s Jg 
Sc S Lg, 个 ,而 当 s RARIK (S-I) A, 

对 于 第 二 种 情形 , 写 由 的 两 个 数列 实际 上 是 


(ç, ai, e, ati), 


ae, afi 2 a3? 71$, 
HH Misi 把 这 两 个 数列 连接 起 来 写成 一 个 数列 


人 
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如 果 这 两 个 数列 丰 小 于 村 fL E, RD E|2s, X. E DAE 
Tos Fa x0, MOM ess PER S LG s) 
(aq, et 吕 ) 是 重复 数 对 , 而 这 不 可 能 。 这 就 表 基 上 面 和 的 数列 
DOCS e 的 一 个 323- 循环 . MIA e MO 2 RP » 


3p, RIER) FS] Ne B ec [3 — MB IN HETES 
TB UGG EI] REAR E Cab, ai), y EAT 就 结 
论 出 ， 与 第 二 种 情形 契 应 的 e 的 s USPTO B: by 个， 

综合 上 这 和 谷 结 水 ， 大 终 使 我 们 得 到 了 对 形 Sl PUTIH E B 
标 就 是 


CP) — low Rb ÍT (Ht D) 9n, 
pto lt dkt i-1 . 
i-i 
lip—1)21 O LEI Ki ， 
H ala ] A, 
$£zu $=1 Üxrclcp-1 


Bi RR AARAA. 
BR ERI 4 p5 iy, B) El 48 


ned 1 loas: Ë 
OQ (Si) = isü n° + i3 tti g 5 -hh 
£ l 1, 
十 - g atalet 4 £g] 5 is, 


EH CUI OD 点 图 的 计数 多 项 起 为 
ps2) = CCP, 12a) 
zia 2r? at H 6354 63 
I- G^ Ari 2a t qo i9. 
MoxSRHEIT REI EGUG ii Sy By 5 所 图 的 个 数 . E 如 ， 
由 于 在 plp et 的 系数 是 6 ix DURS A Buji RI 
的 (6, 6) fg —2U 6 个 ， 而 实际 上 对 此 6 个 图 我 们 可 以 县 体 
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mint. 
p—5, 9 一 6, 具有 5 个 项 点 6 条 线 的 6 个 图 是 ， 


ARA 
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= G = 
Hall 定理 及 其 应 用 


$1 丰 异 代表 组 GDE) 的 概念 


iR CIE CE RERO 8 3F48 E. 

某 科 技 局 贴 出 招贤 楼 要 招聘 外 语 科 技 人 人 村， 第 二 天 便 有 
H Z. M. Y. ES B6 4 RBGREUSL BE 他们 各 自 擅 长 的 外 
语 语种 有 如 下 表 、 

g. GEH. 

Z: UK H9 D, 

W. (BB 

T: GEH LR, 

m. GE OR 

u. QE GR FH). 

c B E SIS Us EP h tB sk. 8 234855 EEH 上 个 人 全 
EEH. IE o TEREPRE, 每 人 担任 一 种 ， 

李 秘 书 玫 痛 筹 夯 , 终 不 得 法 ， 他 还 作 了 如 下 的 一 张 图 ,将 
和 个 人 用 左边 6 个 点 来 代表 ， 将 6 个 语种 用 右边 6 个 点 来 代 
3, 每 个 人 网 他 所 擅长 的 语种 用 -- 条 线 连接 起 来 , 在 这 个 图 上 
他 希望 找到 从 左边 6 点 发 出 的 6 条 线 而 在 右 方 不 相交 , 但 也 
无 法 找到 . 最 后 他 终于 想到 , 虽然 有 6 个 人 , 6 THERE, 会 每 种 
庄 言 的 都 育 人 在 ， 但 要 使 每 人 分 配 一 个 不 同 诺 种 的 方案 客观 
上 却 是 不 存在 的 ， 并且 找到 了 两 点 令 人 信服 的 根据 向 领导 作 
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了 汇报 : 第 一 ,会 法 、 1. P-DBPERMBBU VOI ZL EMTA, FEAR 

ISP A, CARBEREFUN VLA, RI 
dk S= Bl D. T. 成 四 个 人 总 其 只 
PH GW, H. RAGE. BAJSE 
= UBER T APIS. 

"o ERBAA GALA, dH 
aos 他 所 用 推理 方法 却 完全 符合 数学 逻辑 ， 

Nuke ou A Br U, Bu hh CER" OL E 

32 i AB al SED BO 3t A D JH LER 8 Z 
-数学 中 Hall 定理 所 要 解决 的 问题 的 特 
. Tj. . - 

Aub, MERET nME A Si Sa SV 如 时 
存在 和 个 祖 异 元 mS, Sa, t, ma, B. l l 
mEN, S€ SS et, BES | 
Iien Da … 2 就 旧作 集合 系 Si, Sa, ny Sa) RRRS 
下 组 "， 满 足 什么 条 件 的 集合 系 才 存在 相 异 代 央 组 以 及 有 可 
SOR AL S SO AT H 2 ER. BEER Halls 38 Ep 
讨论 的 主题 . | 
还 有 AAA MORIR e 3E 4545 BL I n PL S 

E" Eie PEGI IERIE SERT 一 般 地 ， 
EDE X Y 是 两 个 不 局 的 有 限 集 ， 集 人 台中 的 苑 
素 个 数 分 别 记 作 | 飞 ;，|[， 今 将 切中 元 .中 
元 分 别 画 在 左 .两 侧 ; 3828 XY ZAER 
定 的 线 , 这 样 便 组 成 一 什 侦 图 ， 侦 疼 可 以 记 作 ` 
G-— (X, Y, D); Jop Du oUE TE 3E LX 8 
Y UZERE. WF ec X, Te X BY ` 
中 使 得 与 有 连 线 的 那些 y 所 组 成 前 集合 。 Xx. Y 中 的 点 均 
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称 为 顶点 , 而 图 中 的 每 条 线 都 巴 作 边 , 有 一 个 公共 顶点 前 两 个 
边 称 为 是 相 邻 的 、 由 两 亢 不 机 邻 的 边 所 组 万 的 过 的 集合 称 为 
是 “对 集 "， 二 是 村 秘书 的 问题 也 就 综 价 于 在 相应 的 图 中 导 找 


使 用 了 X CRY 中 记 有 项 点 前 对 入 的 问题 注意 在 此 全 中 从 
# X HUY mocxÀk aub W: Y|, 对 二 般 稍 形 ， Wd 
不 作 这 各 要 求 }. 


洒 了 个 给 征 G~ X,Y, T), Fus nues, 
则 wy 恒 记 一 个 集合 ZA f 合 么 出 发 也 梧 以 叭 一 
地 例证 一 个 供 图 ， Wi RR 3 ZLIBEIBEXCREORT ROS 352 
MU. BEC BE Hi X 中 全 部 顶点 的 对 集 ， BLEUS Pu 
TRER ux 的 一 个 机 异 代表 组 . 

本 章 中 将 把 集合 系 与 倡 图 结合 起 来 研究 . 将 讲述 关于 集 
EORR 3 B 9 3532 28 P Hall jj ELA 


§2 活 系 和 紧 活 系 


假定 uro (Pri 是 给 定 的 集合 厅 ， 对 于 任何 ACX, 
iU 一 2HFed 并 称 为 是 朵 的 子 系 ， 令 了 4= Aw. CA 
ENZ w, 0981. 30, DX 便 基 wr 的 包 . E 
AES ERU RUP AE ACX, WALTA Si Al, SE us 
HE, TRMDRRTR (EXC. WTL] -XIRA was ni 
KO RIA WRA CER. DA, MABET AH 
系 ， 活 系 的 了 了 系 若 为 紧 活 系 , 则 称 之 为 " 紧 子 系 ”. 
. 例题 1 假定 wy 是 活 系 , ws 是 其 任意 的 紧 子 聚 (4 Du X 
HETE), $ 
Tr, UH) eC A, 


dm I , , 
Te—rA, 34 sd A, 


. 则 业 系 个 一 全"w}oer 仍 为 活 系 ， 

证 明 HEERA XC X, i 
X,= X, 1 A; Xa Xo—À, 

则 X.,nX,=$ XiU Xa- A. 

Br [s+ [Al - 1 X2U AL LPCX 2U 201 
=|£f”X,UTA|=|I"X,|+ iTA] 
=|PX,| + Al. 

故 得 lX, & 1 "Xaj, 

而 对 于 Xi, 由 于 XacaddokEXIXi-ilXiÉe8 

X, |= |T XiX], 
由 此 即 得 Xol = j Xa tA 1I" X4] 
= [P XUI X= | UX 
f =] Xl. f 
命题 2 医 系 中 任 二 紧 子 系 ua us BU 3E u, U Un 一 aun tf 

AS Uallus-- ann DARTE H 

IAUPZB-—IQAUHR), (6.1) 
PFAQPTB-rP(AnB) (6.2) 

( 紧 子 系 的 并 的 包 等 十 包 的 并 , TuS FEAR). 

证 明 等 式 "6.2) 不 证 重 明 , 具 须 证 其 余 各 事 ， 谨 用 命题 

i 证 骨 中 关于 ux 的 假设 ,并 邻 Xa Bn A, X:= B— À, H > 

ux AGER DCBCLDB, Wj B| 所 i 让 B| 志 iTB8|=|8|, 由 此 

8 B — THB], TB -TB im Bil - 

QUX —UIAJUIAX.Q—14H, 

BEN IA fex, 即 得 

DX,—rBnlI'A, 

xci A Ast (6.2), 

XA EAS TX- A| | PX |= PBI = B|. 由 于 ` 
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|ZXa—rA|-|Z"Xa| zl Xal, 
ITX |>| X, 
SERRE, Wa | X 4- DA| = lX, |P'X |= | X3. 
A ERR an= wy, EATR, 内 前 … 等 式 得 
(PAJE | - |[PDAUPBIS )Z2X$4— £A| 3 | £41 
-|Xs| 1 Aj - 14U Bl. 
所 以 usus 也 是 紧 子 系 . 

系 活 系 中 任意 有 限 个 紧 子 系 的 并 仍 为 紧 季 系 ， 并 的 包 
等 于 包 的 并 ; 任意 有 限 个 紧 子 系 的 交 仍 为 紧 子 系 , 交 的 包 等 于 
BEE. | 

EXI 假定 一 {eher AX, We y4CY. # 
ux— {Ln (Q) ex DIER, MIRY 为 系 wz BYE Jú” 
Ait s € X R yE To, du iler DAWR, 其 中 
I" 的 定义 为 

a [Pets nnm 
Iu, M gsm, 
Wl gi Dg ux uar. 
命题 8” 假定 ux 为 活 系 , 如 对 任何 m1E X, De.chom fy 
在 有 活 系 ux... HEE Æ |Tel 1, 则 Tw 中 必定 存在 
有 wz 的 可 期 元 . 
”证明 该 工本 一 地 ga Maf. GÉ aT Ul < ERR) 不 是 
Vx. n 的 道 遥 元 , 则 必定 存在 紧 子 系 uy Ge EX B ya C DX. 
于 是 


Pos fy gs, s qd C Py T( U x,). 
H up d 2. tar DARA, 从 而 
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Houte 


3 m. 
HE si, gs T'ay, yi, ya HIET, Mg 
X, X- s), X, X — im) 
SS ue, ohr 均 为 紧 系 , B 23144 
Toa— iy TTX, Ta {ya} COP Xs, 
FE Lac GU Xo, HT ar JER, RAFAT 
unono WEA FA. Fy PEM, MAR X. 
的 存在 性 的 补 证 ; 车 u, 不 是 下 出 元 , 则 如 定义 工 中 所 令 的 wç 
必 为 死 系 , 于 是 有 Xic X fi Xa > IX. BE eid Xs 
总 有 DX = TX, IU. p -pIPXi|Xi| ,这 就 表明 必须 
有 d.C Xi. H I'X,— (Pr — 9) U DOE) 
IPGG 720 [i Xie] = | X4] — 1, 
Pi GE Fakat | X [o PX | fai es 必须 有 
Ir (X4—-2)| 一 | Xij 
HERE TapE Ea), ) 


$3 Hall 定理 的 证 明和 推广 


HFEA XE urilar, BERELT 
上 而 在 了 中 下 值 的 函数 ， 潢 足 两 个 条 件 ， DHENE, 
f) € Pas, 2) 8H EE] watea, FR Cm) Af Ce), MEE S 
ER wz H RIEA z, ye 称 为 2 在 眼中 的 代 形 .显而易见 ， 
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<“ 眼 "就 是 本 意 引 言 中 所 提 过 攀 相 图 代表 组 (在 文献 中 帝 记 作 
SDR, EJI Æ Bystem of Distinet Representatives 的 缩写 )， 
Br ELS | SE 389 x SER Re CBE UM SORT SS. 在 
HEARDE RR. f la fE Pm eoa 或 Igetacx. 

E us, 的 眼 也 称 为 是 系 wx 的 假 眼 ，。 限 中 元 素 的 个 数 
AOIR E. w 可 以 存在 也 可 以 不 存在 真 眼 , 但 总 有 若干 
候 服 ， 对 于 它 的 最 长 的 假 服 称 之 为 “大 服 ", 对 任何 一 -个 假 眼 
W PEX 二 元 元 素 集 (tust sex, PARER Ux fps, 与 大 
艰 相 应 的 对 集 称 为 极 大 对 集 , 一 服 可 见 ， TEAR uy 如 此 
定义 的 对 集 ， 极 大 对 集 搬 到 与 它 对 应 的 侦 图 GG 一 (了 , Y, D) 
Hi o£, 风 恰 就 是 偶 图 中 原 有 的 定义 ， 

现在 让 我 们 先 以 集合 系 的 形式 来 给 出 Hall 定理 的 叙述 
并 给 出 它 的 三 种 不 同 的 证 了 明 , 其 中 第 一 种 基本 上 同 于 Hall 的 
ERE, 而 第 二 .三 两 种 则 摘自 作者 之 一 的 文章 9， 

定理 1CHall) RAR u= {loer A ORI EG ODGE 

条 件 是 wz 为 活 系 . 

条 件 的 必要 性 是 显然 的 , ERE wx 有 眼 {ys} x) | RUXEHE 
Xi-iz o, "=, 2 0 X, 


IT X |> Ú) oad —n-|Xi, 


Mit ux 为 活 系 ， 

下 面 对 条 件 的 充分 狂 给 出 三 种 证 明 . 

证 法 1 假定 XAAR, RME =n 用 归纳 法 证 
H, Hn- PERERA, ME E HN EiT ean i E 
3 k. ER. W 


^ gai “关于 Hall RU JURE UESI", WOBCKSÉB KS 2 ARE 
期 ,1978。 
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ux= (Pay cx 为 | 下 | 一 站 X-ie mo, =, Bah- 
的 任 一 活 系 ， 著 在 wz 中 除 它 本 鼻 之 外 不 存在 任何 紧 子 系 , 则 
M P2; 中 任 取 一 元 伪作 为 vi fe FUR, ed Dv 并 从 斯 有 其 
余 的 Co, rh SH bë ys 所 得 到 的 系 即 Vas, m {T t e use xo, 仍 
为 活 系 , 按 归纳 假设 它 有 昭 , 设 为 (ge, go, cs May, Miyu Ya 
e a YR RR wz 的 服 ， 

ACE uy 中 存在 一 个 不 甘于 全 系 的 紧 子 A wa( 即 AC X, 
AAX), WA e€ X —A, & I's—1€*w—., Wr 3 qH 
位 "wm}sex-a AER, IX — A| <n ELA] X, 用 归纳 假设 
AL GR UC aea BRU Thera EP, — Hi 3f 4E 18 
HQ Y # uz 的 眼 ， . : 

证 法 % HOT ux e 48 x, 由 命题 83 知 zx 中 必 存 在 
Ux. RHET, 任 到 一 个 这 种 授 琐 元 并 记 作 Ya FEME 
fiel sex PAMA, TERR I'gg— Wa, PRR [ES Vel eer mn 
KAE ETICE yu， 如 也 等 等 ， 依 次 取得 的 这 些 坦 于 元 
ilz, Yro s Wa WHR ER ux 的 一 个 服 . 

证 法 8 从 集 系 wx 的 每 个 多 于 一 个 元 素 的 集合 中 依次 
”其 去 可 删 元 ， 则 最 后 得 到 的 全 是 单元 集 的 活 系 本 身 就 是 原 系 
的 一 个 眼 . 

Hall 定理 在 图 论 中 常 被 叙述 成 下 面 的 形式 ， 并 通常 称 为 
Kónig-Hall YH, 

定理 2EBEDG = (X, Y, 站 中 存在 着 一 个 使 用 了 
X 中 全 部 其 点 的 对 集 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任何 AC, 总 
有 174| 产 |4|， 

为 了 考虑 Hall 定理 的 推广 ， 让 我 们 将 集合 系 u, 的 大 眼 
的 长 许 记 作 8, 并 引进 欠 数 的 概念 、 令 

r= max(| 4| - |PA]) 
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FOSSE usc ff HERE H GM (X, Y, DA XX 8. F 
是 有 

定理 (Kenig-Ore) Bg-lX|—8, . 

证 明 ”根据 8 的 定义 , 必 有 X-TEE B 05 T s p 
WEER ac {wj ses 为 活 票 ， 从 而 按 Hall 知 对 吾 的 任何 
TRE, YAE -ITE <0 MIER ACX, 

lA] - |£24| - LLR NAA] - BAA] ITA: 
<|X--B| +iBnaA|]- [PGn a | 
«jx—-B -|X1—|Bi -|X| ~£, 
由 A Bo EHE, Pd | 
Asl X: B, (6.3) 

任 取 … 个 基数 为 池 ，, 而 与 互 .了 药 才 公共 元 素 的 集合 2， 
对 每 个 ezE X, D'o- Pt Z, SR Xu (T)... BE 
Tis 4c X OH 

| A| «94 [PAL |Z; + | PAL 17” A|, 
所 以 由 是 活 系 ,根据 Hal 定理 知 其 有 眼 , 在 此 眼中 充其量 有 
X 中 的 Ox + z Z poU, 2383 35 032 55, PRA 
SIE BE ue 的 不 少 于 ! X| 一 8; 个 元 素 的 眼 ， 从 而 得 知 必 和 有 
B»|X!-àx, (6.4) 
E AREA.) (6.40 848 8 — | X | ðr. 

当 84 -0 时 ,定理 3 即 妇 结 为 Hall 定理 ， 从 这 个 意义 上 

Ut, EIRY Hall 定理 的 推广 . 


$4 被 大 对 集 数 和 极 小 覆盖 数 


“对 任何 集 系 ur- {Ieser ， 如 前 所 定义 的 大 眼 的 长 度 有 
就 是 uz 的 极 大 对 集中 所 包含 的 对 集 的 个 数 ; 因此 也 汕 作 集 
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合 系 ux CARE] G — (X, Y, MRAR”. 

3uiforfe40-XiUY. Hop X, X, Y.cY 满足 
inca £ bk. HAE EX E € Ta, # a X oW 
v€ Yi, 则 称 O Jui E u (RRA OR RAR REZ, Ta 
华 集 就 是 那 种 顶点 集 ， 使 对 偶 图 的 任何 一 边 的 两 项 点 中 至 少 
必 有 一 个 属于 该 集 ， 包 含 元 素 全 数 最 少 的 负荷 集 称 为“ 极 : 小 
负荷 集 ”， 极 小 负荷 集 的 元 素 个 数 记 作 o, HURT PURSE EA 
WIENS, KAGA a MA NARR”, 

命题 4: o= | X| y, 

证 明 2 B-X— A, Wu 

© dX[-8x- | X | -maxC| AE — |PAD) 


=min(|X!— AJP PAP `: 
AcX | . . ` 
=min (iB) c (DOC — B|. 


&4BUPGO — B) EE Sulis, 3X Bhd 
PERRE, ATARE. 

联合 命题 二 与 前 节 定理 2, 立 得 

定理 S0Kónig) Ba, 

这 是 由 Konig 首先 发 现 的 一 条 定理 , 它 HU T4 mo 
集合 系 ) 的 如 下 的 重要 性 质 ， 在 任何 但 图 中 ， 不 相 邻 边 的 最 大 
数 就 等 于 能 覆盖 ?所 有 过 的 顶点 前 最 小 数 ， 5 

JESRIU ESI HE DEAE MESE IRL BU SEHR, RTE RF 
的 分 析 、 任 取 一 个 周 定 前 极 天 对 集 B, MATER AE 
S O JL, BRUM BETON RE (SH ey. 的 两 顶点 m, gs PED 
必 有 一 个 属于 C, ZRN OTS, MO 取 作 极 小 负荷 集 
时 , 立 得 el(8. 为 什么 反 向 前 不 等 式 “B3>oc" 也 正确 呢 ? 下 面 
ff) P ^ fer LU BL E Dk p LAE HO ER EAE, ` 
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命题 5 对 任何 - :个 极 大 对 集 5 一定 存在 =- 个 由， Bp 
边 的 某 有 个 顶点 作成 的 负荷 集 ， 

证 明 (RE B= (29, tyn Beta 4 Xi- las, Zo, 
对 任何 s CX — Xd E 
y gum 一 in S cE ute TERRA EIE EK Ir» 30, i 
必须 有 tr, 的 一 个 紧 子 系 ur, f.p Xa F i 
Mus upa B DOC XOcr x=. XS 

eo Xt = (ax, Ta, weeg cg, TEHA ty. exe 
DUX X20 X'] -FX*- fi s ^, 9). 
TRA X'— [my Sua, cy Pg), 
| Y'enQOU-X^ =u, ys s y), 
则 OX'UY' 便 是 个 满足 要 求 的 负荷 集 . 
命题 8 对 任何 一 个 极 小 负 昔 集 0 一 巨 iU 了 ,必定 存在 
一 个 使 用 C 中 所 有 & 个 点 为 顶点 的 包含 了 a 个 边 的 对 集 . 
证 明 XPT oC X. 2 ` 
Z: — Pg Yi, 
我 们 断言 , ur Ul six, EER ARR, MEE XCX 4k 
AX | LX'|, PAGE C ip ol AX" 取代 下 Ip 
C OG - X) UAX' UY, 
Rr I i =j Xj 1X] r lax'| 
TY < |x: 二 | 了 | = C1 -«, 
只 要 我 们 能 证 明 O^ 也 是 负 蓓 集 , x SCA. MARAYA 
这 种 边 zao, 其 中 e€ 三 ' 而 加持 F, 而 对 这 种 边 自然 有 
Jo C 439 — Y i= dto, 
从 而 go€ aX. — 既然 uz, 是 活 系 ， 根 据 Hall 定理 知 其 有 了 眼 . 
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设 与 其 某 肯 相 应 的 对 集 为 (ei, ways, ov) (Api Xa 
(e, m. 0 0). ARRA EFA 
I dy= I 1g— X ;, ` 

RI My, = {四 ger, WA ER. VE Y o (ga, Wa, s ed 并 
HARRERAK A {my Goga, O, Butar. — R 
KAERRA A JETRU, A AAEL REER 
了 满足 要 求 的 ux AXR. 

当然 ， 有 了 König 定理 之 后 , 我 们 知道 适 才 从 极 大 对 集 
t ACIER SR SACRE RU] f ER, IME J fou Eh B; 
$33) 94 SR iE EON f. 


$5 集合 的 分 解 和 群 的 分 解 


BER RAKAN RA, A. Au, o, ALIE Q BUT 
不 相交 的 非 空子 集 , 若 其 并 等 于 全 空间 { 即 05, fli 
Q-- .4 二 4 十 … 十 4 
JESR Z= (Aà uA OR n MELLE 4 A h f Bz 
一 元 s EHE 2 B) er (mo EU UCA RR CR. BE 
另外 有 
Q= Bt Batet Bn, 
B= {BB 也 是 如 的 一 个 各- 分解. 那 末 便 产生 了 这 样 的 问题 , 当 
两 种 分 解 .ww 和 才 满 足 什 么 条 件 时 才能 保证 存在 共同 的 代表 
组 ， 实 际 上 应 天 Hall 定理 我 们 很 容易 找到 两 种 分 解 能 有 闪 
局 代表 组 的 充分 必要 条 件 ， 这 就 是 
定理 和 分 解 .x 与 多 存在 有 共同 的 代表 组 的 充分 必要 
条 件 是 ， 对 分 解 -w 中 的 任何 上 个 民生 8<m 集 合 的 并 只 能 包 
BEEF 中 不 少 于 去 个 集合 之 中 , 换 和 名 话说 , 分 解 2 B 
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的 任 条 下 个 集合 的 并 不 可 能 包含 了 分 组 pl Sp ka 8 

首先 证 我 们 对 定 吾 的 条 件 略 加 解 骂 ， 员 然 如 梨 定 理 成 
立 , 虱 各 从 定性 本 身 驳 可 直接 推出 定型 的 条 件 是 对 称 前 : 即 当 
分 解 7 相对 于 分 解 52 IB Ww 28 EP, 则 分 解 52 也 几 须 相对 
于 分 解 oy. 满足 此 条 件 ， 世 我 们 仍 上 三 先 给 出 这 断言 的 直接 证 
H, (Boe .wz 中 的 任何 去 个 集合 药 并 确实 不 可 能 包 禽 在 G6 D 
的 少 于 天 个 的 集合 之 中 ,那么 儿 中 的 任何 天 个 集合 的 并 确实 
也 不 可 能 包 会 在 Z hi k tota R. BUR, DUNS 
i 


z 
Ü Bc UJA, 
ezi i 
Hop tek, WI EXE OG 046x009 
i M 
e (UB )*( tjá), 
t=1 i=l 


此 即 mu B, M A, 
Win In 5, ARA BREFI IE. 

现在 转 来 证 明定 亚 ， 对 每 个 4 令 

TA (B, B, A 2251, 

则 其 易 验 证 分 解 .人 2 与 UE CEDERE H E SOLA T: RES 
CAT SHE Mais Hall xg Su nie Sem ys St 4e fp di 4.) 28 
Ma x, HARE DIUI ATP a OS AR UL -44 为 活 系 的 定义 ， 

APT Q 61 IUE nm 个 元 素 的 特 珠 情形 。 ini n 
BE aZ 中 的 每 人 集合 A M n-ai E IBS 8 4 B. 3 EUR 
bm 45638, D32380 APR RLARIUR, 于 是 有 

推论 1 加 果 | 如 | =?wm, A, 2 P (Q BS Eda Bi SW 8 2&8 
件 ; PBP GU 1A] = LB] mm h o 4 RR, WJ Z 1 5 
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有 共同 代表 组 ， 

现在 假定 GO = (ex, ox, c, oa 是 一 些 正 实数 的 集合 , 每 
个 c 都 是 正 实数 ， 期 使 m o; 都 胺 示 辣 一 个 正 实数 得 仍 认 
为 是 台中 的 不 同 元 素 . I < < Gn 0n S, 
如 果 对 任何 £ Way 

2 oss D oma (HZ0, 

地 是 包含 在 任何 1 了 个 A, tH 658 ost f s le, BE TEX 35 
ox 就 不 可 能 被 少 寺 了 个 的 P. Br r, RE 4 dz B NUN 
E TEREE 

推论 对 于 正 实 数 集 合 台 的 两 种 分 解 .对 和 家 车 对 
于 分 解 中 的 每 个 集合 所 包 食 的 实数 的 和 都 但 等 于 间 一 常数 ， 
则 这 两 种 分 媚 必 有 共同 代表 组 ， 

推论 1 在 群 论 中 有 有 一 个 有 趣 的 应 用 ， 如 记 周 知 , 车 菇 是 
ARR GRAPH, MFE M H L E an da te, da 和 
{ba 0s, oo, Ga fETRG ug ELO dO Ws 3: J + E de BU fu 
集 ， 

Q-—a.H La, H 1... a H = Hbi + Hbr et Hb, (6.8) 

这 里 fat a», e, aar (br, ba, ve, b) BOBNE G Re H 分 解 
EARE SARRA RR, WIB 103 E DH H, 
{E O. Ore $E FREM, 

定理 5 Gd H Mj G BUT. Wig ^dklu]4uce i: 
Te wa, cy au ERR G 可 表示 为 | 

G= aH eH ba H = Hot Hett He, (6.6) 

证 明  A0(6.5) BD, uif G BIN hy Katy nom 
AE PURISRIURUM, 因 各 a H 与 Hb 都 包含 与 菇 同样 多 的 元 
A, 故 殷 据 推论 知 必 存 在 共同 前 代表 组 far oz，…… 2.) , 在 适当 


一 162 一 


的 调换 次 序 后 可 有 
m Ca HT m Cos H, "e, c Ca HE; 
mE Hy, eC H bs, +", v C HB, 
BEAR m C a H, iA EC f, E m ae, Pl DE 
mH = (a H =a (£ HY: aH, 
f] ERSTE F7; = H 6, rh I [AL (6.55 EIE SECO 6), 
me 2 4658 aep ir - To ERIS FH. CT HE SE 
ARARE n AAE P C 称 为 是 双 随 机 的 ,如 果 它 的 任 
何 一 行 和 任何 一 列 所 有 元 素 的 和 都 等 于 工 
对 于 一 个 给 定 的 双 随 本 算 阵 P, LE EL m 个 不 为 0 
(BD TE I5) SE 3E, 按照 任意 的 次 序 标 作 cí, om Om $ Q 
4i hix F a ife. CoA. 为 第 环行 所 包含 的 o 的 集合 . B. 
为 第 上 列 遍 包含 的 e 的 集合 MH ec „a a=, x X 


WI n4 HE o/— (Ac A ORI RUE 2 的 条 件 ， 于 是 两 
Ert — JS PORE 48, 假定 其 中 作为 A 的 代表 的 同时 也 
是 B 的 代表 , Wo 


Ti Duc 9, 
kal 


于 是 得 到 

ERG 在 双 随 机 和 矩阵 卫 的 行列 式 展开 式 中 必 有 不 为 零 
的 项 ， 

应 用 定理 6 可 以 很 容易 给 下 面 的 内 rkhoft-Von Nou- 
mann 定理 以 一 种 十 分 简单 的 证 明 . 

定理 ” SAEPE, 都 是 排列 算 阵 的 一 个 重心 . 

所 谓 排 列 粘 阵 是 指 每 行 每 询 治 有 一 个 元 素 为 1, 其 它 元 
KEJ OREP. MARGE T EE k AHEHE P; Pa, 
e, Pi 及 各 为 1 的 个 非 负 实数 加 ,ha oes hs W 
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一 和 

证 归 ”由于 了 的 展开 行列 式 中 至 少 有 有 一 项 不 为 堆 ， pe 
Cia Gr, RO, He à = min {aans Tap 05 Gu, S 令 POWER 
第 开行 第 9p iom, 则 

R-—P—AMP 
仍 是 一 个 务 行 各 列 的 和 场 为 常数 的 非 负数 元 矩阵 ， 如 果 这 党 
Oros, 则 五 的 行 芍 式 展开 中 仍 有 不 为 霍 的 项 ， 那 么 便 dE 
上 法 继续 分 解 。 最 后 得 
PMPit hoPst th Prt EB, 

如 果 如 的 行 询 式 有 展开 中 时 没有 不 为 零 的 项 则 除非 基 瑟 前 所 
Ap GEN 0, (ROW BADQeie4imURL. & JUDRUS A 常数 
BEE, ) 

于 是 取 第 一 行 的 元 素 的 和 即 得 

> ad 一 一 -二 


86 QE By C R 


XE 8I — EL, FUIS IS ATE LIRE RE o 称 为 是 图 的 

1) 可 以 用 g 种 不 同 的 颜色 , 浴 染 图 的 每 一 边 而 使 相仿 的 
也 (有 卫 有 共同 顶点 的 按 ) 都 具有 不 局 颜色 . 

2) 上 面 的 情况 不 可 能 用 Yy 一 (种 颜色 来 达到 ， 

“ 色 级 "是 图 论 中 的 一 个 重要 概念 ， 关 于 图 的 鱼 级 问题 是 
个 复杂 的 问题 . 从 BEREH, 对 于 这 种 特 
FER BELA IE ij 38 D] 28 
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有 些 图 ， 初 大 起 来 不 象 得 图 , 但 实际 上 却 可 以 化 作 ( 或 同 
构 主 ) 某 一 侦 图 ， 


V u E F; F 
PE F; Fa V 
Fi 5 
Fs Va 
e 全 e, 


例如 图 Ga, 图 Ga, 按 这 种 画 法 (注意 图 中 任何 两 线 前 交 
点 , 凡 来 面 黑 点 的 均 非 图 的 顶点 不易 看 出 它们 是 价 图 ， 而 当 
我 们 一 旦 将 三， Vs, Vatt Va, Va, Vo 分 别 取 作 两 组 而 将 其 
EAR G 的 形状 时 , 则 一 了 腿 可 兄 实际 上 真是 偶 图 ， 由 于 按 图 
的 定义 ,不 过 是 一 些 点 , 和 规定 好 基 些 固定 的 点 戏 之 间 有 连 线 
CRILZI) , 因而 上 元 三 个 图 形 实际 上 画 的 是 阿 一 个 偶 图 ， 

关于 侦 图 ， 有 一 个 居于 inig 的 十 分 简单 的 判别 法 则 ， 
3538. 一 个 图 , 当 且 公 当 它 的 任何 一 个 圈 狗 只 合 简 数 个 边 时 
AERE. ` 鹿 谓 周 ， 广 是 指 依次 邻接 的 一 些 边 ， 且 使 起 始 的 
项 点 和 最 终 的 项 战 相 醒 全 的 ,) 这 个 定理 的 证 明 济 不 难 ， 但 它 
马超 出 本 书 的 研究 范围 , 问 时 为 避免 牵涉 过 多 的 袖 念 , 这 里 不 


HWET. 

ITRE 

G- (X, Y, D) GUB IS EAR ux UP'ukisx), 
令 m-—maxi(|Jw, |y] sE X, yc Y), 


由于 在 图 G PR AP Ae o UN GR v IRURE AST E E 8 p 
有 m 条 边 , Pl ACU BI DFe CET RE RET, 但 
ARRIERE E UT CEA E REOR s, WEA 
EHIORORCR IL DAS, 从 和 而 就 有 
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定理 8 IE G= (X, Y, 门 的 色 级 等 于 上 面 等 式 中 
的 m, 

为 了 证 明 此 定理 , 需 先 有 下 面 的 辅助 定理 . 

辅助 定理 “在 侦 图 各 中 一 定 存在 使 用 了 所 有 使 得 | 了 el 
=m ig =m BITS o vm, 

此 处 还 需 引 进 一 个 图 论 中 的 概念 ， 在 一 个 图 中 与 基 个 固 
定 顶 点 相关 联 ( 即 连接 ?前 边 的 数目 称 为 该 顶点 的 度 ， 那 也 就 
是 说 对 wE X, a A| Tel, H yE, y WEA P yl. 上 
面 所 定义 的 m 也 就 可 以 称 为 是 图 中 顶点 的 最 大 上 度 , 简称 为 最 
KE. 

现在 假定 上 雷 的 畏 助 定理 已 经 成 立 ， 看 慎 如 何 用 它 来 证 
明定 理 8， 假 定 给 定 了 m 种 不 同 的 颜色 , 根据 辅助 定理 , 先 
App dti — Td T PUE BE m 的 顶点 的 对 集 . 用 第 一 
种 颜色 去 涂 染 此 对 集中 的 各 边 ， 那 么 由 未 被 涂 色 的 边 所 组 成 
图 的 最 大 度 便 是 mw 一 + 了 .用 第 二 种 颜色 去 涂 染 出 图 中 使 用 
所 有 上 度 为 2% 一 1 的 项 点 前 对 集中 的 备 边 ， 那 么 余 图 的 最 大 度 
便 是 mw 一 2 T. 部 此 涂 下 去 ,每 涂 一 次 , 图 的 最 大 度 使 减少 工 
因此 用 m 种 颜色 足以 将 图 的 各 边 涂 完 , 因为 每 次 涂 同 一 种 颜 
色 的 都 是 属于 对 集中 的 边 , 从 而 任 二 同色 边 不 可 能 禄 邻 . 

关于 辅助 定理 ， 在 G. Berge 的 书 中 载 有 诺 明 ， 我们 把 它 
IRR FEMER 9, 并 给 出 一 种 新 的 证 用 ， 定 理 98 本 身 也 
是 很 有 意义 的 ， 

定理 8 BEBEG HEREA m, WAE G pI 
在 一 组 使 用 了 所 有 度 为 m 的 顶点 的 极 天 对 集 . 

ERA ERG E-NR, EY S {rgo ta 
ta € Xi m, ta ns, Sep, Y actu Wa, t) Vel, 2 [10 
fis)-gyi-1,2, = B), NY 便 是 集合 系 Wz 的 一 个 大 f 
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WR, 同时 是 子 系 us, AI S X- {else X, [Po| 2m) 
IUBE G vp gp ERA wn Sy ç 硕 点 的 集合 ， 我 们 首先 要 调整 此 
AB, xP RIS XU— X, 中 的 硕 点 均 换 入 oy 
和 :中 来 ,而 琅 的 集合 则 保 插 不 变 ， 在 个 入 

G PEASE S PERMA EURA, RE 

MEDRAR. E j z € X'— Xu, HW 

E 2 出 发 的 共有 m RA, Swa Bu BJ y 

终点 必然 全 属于 了 zy M £ CY I, Bu ^ 

蜀 话 在 极 太 对 集中 就 可 增加 一 个 新 边 , 这 不 可 能 ， 间 理 可 知 ， 
当 我 们 从 wo 出 发 去 作 细 进 、 租 边 的 交错 链 ( 妈 由 组 这 \ 粗 边 
变 铺 连 接 而 成 ) 耐 ， 也 绝 不 可 能 遇 到 上 图 的 这 种 情况 ， 即 此 链 
在 经 过 开 中 .天 中 前 基 些 点 之 后 以 革 一 绍 边 过 郊 不 属 平 了 
E FORE BARRAR ERAADA A, 那么 用 细 边 去 替 
kaeT, MLRS TEKH 


a Yi 

Tis Fig 现在 假 。 EAN ATA AE S BEC TRU Ze p: 

T Ya T PETRE G "BEES POT K Wn, ER, ctt, 
o, Ze EET 12826 ib T. DOS SOR Fl 


T XU BSI ER «^, 那么 作 链 的 过 程 就 此 停 

. MBPS SI RISE pi ak, 在 其 中 将 粗 边 换 作 细 边 , 细 边 换 作 粗 
" 出 新 的 和 粗 边 集 也 是 极 大 对 集 , 它 仍然 使 用 了 Y. 中 的 所有 
Bit BB Ry X 中 的 项 点 集 则 为 XU (zar (Y, 这 就 比 
原 对 集 廊 用 的 立 中 的 顶 忆 多 用 了 一 个 . 这 样 我 们 便 可 把 
XI 中 的 顶 成 依次 全 都 换 入 Xa 中 来 . 但 是 还 需 证 明 记 说 的 
这 种 交错 链 必 定 存在 .这 可 以 诈 反 和 证 法 去 证 . 却 果 所 说 的 这 种 
区 钳 链 不 存在 ， 那 就 只 能 是 交错 链 在 经 过 若干 个 互 ' 中 的 项 
PK miu tt, ms ZZ Je CLA w, 出 发 的 细 链 金 痢 加 到 了 已 经 
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用 过 的 了 质点 .这 就 必 然 是 站 O pH —iám eed 


; f 
"(He vu U vis) = fi Vis ty Val. 


XXPEM zo, gjo w ep X Ll 48g, GES m RII, dk 2 
HUT Q+ 1)m 条 边 ; 而 接收 这 些 边 却 只 有 Y 中 的 了 个 顶点 . 
于 此 必然 至 少 有 一 个 yg 顶 点 接收 了 多 于 m 条 边 . 这 不 可 能 ， 
这 谣 证 明了 所 说 的 交错 链 的 存在 性 , 

注意 到 在 上 闸 的 对 挽 过程 中 对 使 用 的 站 中 顶点 的 总 案 
并 无 变化 , HHE 下 "中 顶点 金 换 入 X: 之 后 , 用 同样 办 法 可 
再 将 卫 pde) m 的 医 点 金 换 入 了 工 :之 中 ,这 就 所 成 了 所 要 求 
BNE. 

HERIK RER 9 Eu Y ARNE EK Tou NAM 


lte» gara 7 H . 
i / ? : i ` tH a 个 不 fd En Yir HET ttg Ua 
* ` H . j d i - = =. - AY 
SiL i | BERRE noc TERKA — d 
-- 十 一 


| 
| ^ 工 方 ， 如 果 它 的 任何 一 行 或 -- 列 都 


AC | J 。 没有 相同 元 素 出 现 的 话 ， 弄 在 就 有 

UE IRIS REL, 假定 已 给 一 个 2x9 的 
矩阵 , 问 它 能 扩 太 成 一 个 rxn 拉丁 大 的 充 要 条 件 是 什么 ? 此 
问题 的 管 案 吝 是 定理 10, 

AJM 10 ik T Ro I yu Ya te, Ya XZ n AR A ZB 
AES pg HPR ELE TPB dpa S Ha] hy r RE, 
bl) de ORE y ET ch SH RU UC, WHAIA 
gai b 1, 2, 和 者 有 

qnan) zep--q—n 
I, T 才能 扩充 成 一 个 %xa 的 拉丁 方 。 
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证 明 条件 的 必要 性 基 很 容易 证 明 的 . 假定 已 经 扩充 成 
TETH, SEA y TEA pIE IE SW p K, BOE A ÆT h 
HHT miO R, MATEI hug y P H p miyo. M 
XR, PT ya EAN g AUZ Np q K. PA EI "n dm x dd 
q—mü ix. EUN SEE hip Su A K Bh A Hi l vs E 
整个 年 阵 中 出 现 能 次 数 n, ESE 

SR) + (p min) + (g — m Gk) En, 
po ep (OR zpcq-—n, 
MARHA AE R 
X—10,2,, ph, Y = {yn 9s 7 Mal, 
HETE SN AET ABB S TreopB d BU DEUS y 的 集 
4o MERY = nq, T (£ g || = po mí) «n-qO08d 
A TC Y), WE NHXCULBH wx Mihe EWA PE 
对 任何 ACX, SAREA Ti RIR MaU F u p 是 
AUS M v 了 时, A TARAR T A x a-p I, Dj 
EROS E ff yu E ZA ric ELK BRE En q HX, PEEL DA 
PBA A Y AS LAT ARIS TERT ye XCRLSE HE [DA | 二. 
既然 wz 是 酒色 那么 边 照 定理 9, 它 就 有 一 个 使 用 了 所 有 合租 
的 gn AER. CREDERE IE RRES 9 十 1 2J, 然后 再 
按 圭 面 的 办 法 去 作 新 交集 合 系 ux gH NUES LCS LUCK HE 38 
是 ma--9 一 上 了 了 ， 这 样 朋 依次 找 眼 的 办 法 便 可 -站 作 完 扩大 撼 
阵 的 前 2? 行 ， 河 为 对 作 得 的 2x gre TU 
mi) — p= (PH) r, 
了 UMAWODIESERDACR, AREG EZE R IEEE AU 
扩充 ， 
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mw. 
Ramsey 定理 和 Dilworth 定理 


在 组 合 数学 中 有 三 个 盐 林 的 存在 定型 ， 除 了 前 章 中 所 讲 
的 关于 集合 的 相 田 代表 组 的 存在 定 理 一 -Hall 定理 之 外 , 另 
纤 两 个 就 是 本 章 中 记 杜 讲述 的 ， 被 称 之 为 广义 “车 洞 原 理 * 的 
Ramsey 定理 和 和 关于“ 半 序 集 ” 分 解 为 不 相交 链 的 Dilworih 
定理 ， 它 们 都 涉及 某 些 特定 的 “关系 结 冤 “的 存在 性 问题 ， 因 
为 这 些 关 系 结构 的 分 析 在 一 些 组合 沼 学 癌 题 咏 ， 例 如 在 区 组 
设计 与 图 论 的 一 些 问题 中 也 常会 遇见 ， 并 且 在 数学 的 不 同 分 
支 中 所 提出 的 个 别 问 题 ， 也 往往 能 演化 出 或 归结 成 相 访 的 关 
AEEA AATTEND AN ME UL SE ETE R Ry A 
BD, AU EXE Tr AEEER ELEGIUR 2S £L: 2 br 35525 BJ I 
重要 工具 . 

从 藉 出 上 说 来 ， 这 些 定 租 的 扣 述 和 论证 都 几 平 不 需 权 任 ” 
何 预 备 知识 ， 如 果 愿 登 前 话 ， 它 们 的 证 外 都 可 在 不 超越 普 秆 
的 数学 归纳 法 的 范围 类 进行 ， 那 就 是 说 ,处 仅 数学 工作 考 , 火 
学 的 数学 系 学 生 应 该 能 作 ， 即 使 是 中 常生 学 过 了 数学 归纳 法 
也 应 该 能 作 , 但 事实 部 远 非 如 此 简单 ， 忠于 这 些 关 系 结构 所 
涉及 的 对 象 性 质 是 如 此 普遍 和 庞 榴 , (Ced A S ESL BE, 无 从 
拱手， 小 想 将 一 车 乱 麻 整理 成 序 ,就 需要 有 化 繁 为 简 . 剥 蓝 抽 
丝 的 本 领 和 和 耐心， 党 沁 这 些 定理 会 对 我 们 解决 组 合 数 学 问题 
增加 了 新 的 工具 ， 同 时 学 习 和 研究 其 证 时 方法 也 会 对 训练 我 


ALI JEH ht ht NS. 
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81 Ramsey 定理 各 Ramsey 数 


1008 年 6. 了 7 月 号 美国 数学 月 刊 上 登 裁 过 这 样 一 个 有 趣 
的 题目 ，“ 证 明 任 何 6 4 AREE, 其 中 总 会 有 3 个 人 互相 认 
识 或 育 8 个 人 彼此 都 不 认识 . 

初 看 起 来 , 这 不 象 全 数学 题目 .但 是 我 们 要 说 : 它 是 ! WJ El. 
很 有 意思 , 切 不 可 轻易 放 过 , RZA. ERAI AJE, 
£L HUE PUES mi Di 2 T E BH. 

ERREFE Bt EGT a, b, e, d, e, Farmit 
3X 6 4A. REG AAA MY XE ZR, 共 可 连 出 OST 15 AREE. 这 些 
点 和 线 便 物 成 了 一 个 疼 ( 这 如 图 一 一 任何 两 个 项 点 之 间 都 存 
在 连 线 ， 即 边 一 一 称 为 完全 图 ， 具 有 个 顶点 的 完全 图 记 作 
Ko FRA 六 完全 图 ， 则 我 们 这 里 作 药 便 是 一 个 6- 完全 图 
Ko. 在 此 图 中 代 安 任何 两 个 认识 的 人 的 顶点 之 间 的 连 准 光 
以 红 区 ,反之 ,对 任何 两 个 代表 不 提 识 移 人 的 项 点 之 间 连 线 则 
深 以 蓝 色 ， 于 是 上 而 的 问题 立刻 可 以 等 价 恋 形 为 , 对 于 图 Ka 
的 一 个 任何 锥 红 , 蓝 二 色 涂 亡 法 ,必然 是 或 者 从 中 能 找到 一 个 
ZARATAK, RERI- CRER REZ, 
对 任何 一 循 不 存在 全 红 三 角形 的 涂 法 ， 一 定 有 全 蓝 的 三 角 
形 . 

EKE, 由 于 图 中 有 有 6 个 点 ， 那么 从 任何 一 点 ， 辟 如 说 & 
点 ,发 出 的 就 有 5 条 线 , 5 ZRERIRURL PS EU S IP 3 条 是 同一 
颜色 的 (这 就 是 最 简单 稍 形 的 “篇 渣 原理 “或 称 为 “ 扫 层 原 
W”), ILII ab, ac, ad 都 是 红色 边 , 现在 青 转 来 看 8.c.d， 这 
三 点 彼此 联 续 的 三 条 边 , 期 果 其 中 有 一 条 警 如 如 也 是 红 边 ， 
那么 我 们 便 得 到 全 是 红 这 的 入 a26; TUW, Abed 本 身 就 
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PEREA S Rund, mH 4 
n ABRLECAT plus 
在 图 论 的 语 育 中 ， 对 于 一 个 给 定 的 同名 ngu 
顶点 为 顶点 , 某 些 过 为 边 的 让 G4 刚 称 为 是 好 ay ^r gum 
a, 使 用 了 G 02 DM DLA, WP GS p| SR E U H: I T 
BOAT — T EG, E B GE G 75 aE 8-1 El, E 
EA G fry Tit sa A TU o. PEE RES AT DA S et, SARACEN 在 
G psbEikSOANITEG PRAES. RA uE a E-i 
Fo DOS EC n BUT, J GREG. f er HEBR T POS 2X 
的 且 其 并 为 Ka 的 K, BBB F Fi. TERRI G BS X€ 
H, 1325 k 1 EE IAS WAER PRG G, M ur S TRU 
成 前 国 僵 是 区， 我 们 的 疹 题 又 可 以 用 图 论 的 语言 叙述 成 。 
HTAR 下 6 的 任何 一 个 子 图 如 米 讲 , 或 者 它 相 身 , 或 
者 它 的 补 图 刀 中 一 定 人 包含 … 个 子 图 K (HI= 836). 
那么 将 命题 中 的 区 6 措 成 一 般 的 下 ,是 否 仍 然 戚 立 呢 ? 很 
ERT, BERR n— 6 P, HU XPE 6 4UXI, WIB n6 B, B El 
可 知 , 这 样 的 一 个 5 点 图 (或 Ks 的 一 个 子 图 ) G, 它 和 它 的 补 
疾 台 都 不 包含 三 角形 ， 


e. ü 

这 样 一 来 ,6 便 是 这 种 整数 和 中 的 最 小 者 , 使 得 对 任何 一 

个 点 图 G, 或 者 它 本 身 包 含 一 个 子 图 K, 或 者 它 的 补 图 包 
合 一 个 子 图 Es, 
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现在 我 们 就 可 以 根据 上 而 的 考 塌 提出 一 般 化 的 问题 ， 对 
于 给 定 的 两 个 整数 刀 s g, JS TETE— TENERE N. 使 得 对 
Kx. B t tm G, BUR G ht k ACER Ko 或 者 它 的 外 
图 扬中 包含 一 个 了 图 下 这 种 N REEE TEE Ut 
的 Ramsey 定理 的 结论 。 而 对 于 满足 要 求 的 景 小 的 站 则 记 
fg rip, QD, WZA Ramsey 8. 显然 有 rip, g) =r, p). 
于 面 的 讨论 告诉 我 们 ”人 3，3) = 6， 

dnm mg K s DERAV =V ao Vy =, vs 
WE X MEA Va VO, imi SUR OE 
OX MRAR. HEA- Er BETIS G, G JX B E Z a 
和 于 的 边 的 集 人 台 B, 恰好 将 X 分 成 不 相交 的 两 部 分 、 即 
anB8-é, auB= 瑟 于 是 得 才 提出 的 问题 , 用 集合 论 的 语 
TX BR EHE M ps B ic EA p RI, 是 否 总 存在 一 
+ N, 使 对 一 个 站 ERG S= {e mu e, m), 340388 S ST 
有 二 元 子 集 葛 族 任 意 地 分 作 下 不 相交 的 两 部 分 g 和 局 时 ， 不 
JE S rh AUHAE p ETE A 1848 À yu f SRL eE 
为 a 中 的 元 素 ), WR S HAARA q ut HR B fid B 8g — 
元 子 集 都 属于 Br 

Ramsey 把 上 述 问 题 推 得 更 广 , ETER TEELT 
集 , 而 是 针对 任何 男 定 的 芷 整数 r EE S BUB n ATEN 
RL 而 提出 同样 的 问题 ， 他 在 1930 年 发 表 的 题 为 “形式 池 
辑 中 前 一 个 河 题 "的 重要 论文 中 对 此 问题 作 皮 了 此 定 的 回答 . 
这 就 档 城 了 理 代 组 合 数 学 中 所 说 和 的 Hanaseyv 定理 ， 近 年 来 随 
著 图 论 和 计算 机 科学 前 发 展 便 来 徐 显 示 出 它 的 天 用 的 广泛 

Ramsey 定理 TE E JEEE R pr, 9r, 
r= AE- TRRAT 0, z, r RERS n( p, g, 站 ,和 使 
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FHRA 8 的 元 素 个 数 N enCp, g, BI, XI S Rp r u E 
族 了 工作 任意 分 解 P.0S) atA t, Wiska S dh 38 E 4 pü 
AH UI rco EN es 或 者 8 中 有 某 个 4 Juk, 其 一 
切 了 元 子 集 都 属于 A. 

ELPEN P, GE 3 n g, OP BS 3 J dE dn dE 
B(g, g, r), 3ESK2222 Ramsey 3, ni Sog D a :在 图 论 
中 通常 所 说 前 JRamsey Sir, q) S65 E er fe 2 WJ 
FIL, RB rcp, 9) — RC, gq, 2). 

根据 Ramsoy 数 的 定义 , 容易 直接 验 明 ， 

Rip, rir) =p, Bir, n r)=g, Rip, &10—gtq—1. 
fü, mk RO», rir) p RUE, UBDEGRISEGES pum 
Bj r u FBFE EFT y E P, S) -a+b J, 或 省 有 Pp 个 元 
(HRE 8 Ja fubl)E-—Hu r p F 3 8 FO r os RAAT 
个 元 \ 当 户 非 空 时 ) 其 本 身 作 成 的 7 元 子 集 属于 8, XAA D 
AU BO» n n9, BIB T RABE, ry p, RH fuu 
Hir, gq 7) =g. ETERA Rp, i1) ^g q—1 8S BH 
XE, xx adn Td Bris s S83 i gak JEDER" 1677,88 
pbg- 1 4 STRE EAR EB ER, 2538 dn IRAE, 要 不 是 
其 中 芍 第 一 组 有 不 少 于 个 癌 油 ， 就 一 定 是 第 二 组 至 少 含有 
9 Tr SR. 

现在 就 让 我 们 以 等 式 

B(p, 1) -ptg—1, Rip, riv) p, Rir, 07) —q 
HAET HAZTE XC, ç, rPH 2 ë 8x8 
Ramsey pz EBR p HH. 

A UBREXESSINPT-ID REE o Sri, qUer-1 
Bn) 35 MEER c IE, BERIHA, qr p) 

p, gr (g xg BARBA. AERA, 只 须 证 明 在 上 
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述 条 件 下 可 以 推 册 合乎 定理 铺 沦 要 求 前 K, n 四 仍然 是 个 
T me. 

18 3 iz 8 Um, pe Hm 

Dn = B(p—1, qi T) fH qi Rp, g— 1; r) 
g risa. Blam Wapu y A AESR, 
R(9, qr) &Bipi, qu 7—1) +1, 

Js BIDS ARA 
Hip, zr) & R(R(n—1, qr), R(p, g—1; r); r—1) 41, 
JJ Rn, 六 人 的 存在 性 ( 即 有 上限 性 ) 也 就 不 成 问题 了 . 

EN =R p, qur -1) t-1-AN"*-1, HS ANDRA, 
Ah ARE a ee a 4 N'-N—LA4 R 


m 
& 8 -8—(), AX S lt roo FR TC BEA ) 个 元 


素 ) 作 任意 分 解 


PG) — a B, 
在 ea 中 考虑 所 有 那 箱 元 案 ， 它 们 作为 总 前 了 元 子 集 是 包含 a 
的 ， 从 这 每 个 子 集中 脑 除 & ZEIT E: S" By r— L 3 + 
集 , 用 这 些 子 集 所 构成 的 集合 (或 称 流 保全 族 ) 则 记 作 on, 3o 
地 去 定义 S, TA at 和 局 便 作成 了 六 的 所 有 7Y 一 1 元 子 集 
的 一 分 解 , 记 作 

P... SU —a*-- 8, 

FERREA 13 EXR 4H EUIEDSE BV BJ gor 43 CE BEER. 38 - A 
fi& PLCSD , AB. ROUTE BERE E a), 

屠 在 让 我 们 对 由 述 不 等 式 的 正确 性 进行 论证 ， 固 为 
N'—R(n, qu r—1), Ha S" 中 或 省 有 gz 个 元 , ÉE X — BJ 
(r—1 ETARE T a" GUERE BOX p OG EE fif (n — 1) 
个 元 的 子 集 再 山上 4 MER r zu T ARDET 00, EX OS 
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和 个 元 ,使 其 一 切 (7 一 元 子 集 都 属于 BÀ. REPRE E AR 
对 称 : 故 只 就 前 一 情形 进行 讨论 . 

今 设 7 RMH p 个 元 ， 合 一切 4 一 瑟 元 子 集 者 属于 ， 
ot. BLS pe 个 元 所 作成 的 总 的 子 集 为 六 AS TI 
4E T 的 分 解 蕊 05) 型 自然 的 方式 就 诱导 出 关于 5S' 的 > 元 
qd Ste T" 的 一 个 分 解 ， 

P (S= aF Ta, ETA. 

MERA S = 一 RCP 一 4 q r), MODA EPIS 
T RETES Hgt, 使 其 一 切 ? 元 了 集 全 局 于 
É'c B, 否则 就 必定 有 六 中 的 某 p 一 1 个 元 ,使 其 一 急 了 元 子 
ETATE WRAAE, MEER g 个 元 即 
EIR ERR. 028 HU: — JE, WI 243€ e 如 入 这 (2 一 卫 
个 元 之 后 , 对 所 得 到 的 Pp 个 元 来 讲 , 其 一 切 "7 ou T OR SHELL 
(o DAPR r ANE R K GX i E A F eCa, 或 是 由 
Cp- PHAD s Y f& n e Arte Eu B GBP TEL 388 
MEERKERK, CEET o), HERA p TERA r 
元 子 集 都 属于 a. 

APERE TEB Y Aum HDEGRAUSBGEXpPN C484 
EIJ, N f E EC, qi T) ER. Lo Hamsey Zt En, qr) 
ET ZEAETE Dcus, VL B RET XE Pr SEIS, 

Ramsey £t HC p, p v) HO BLS] 3S X. Ramsey Hz 
理 只 是 保证 了 Hamsey 数 的 存在 性 ， 并 没有 给 出 这 种 数 的 求 
KS pK B Ramsey 数 是 一 件 非常 式 难 的 事情 , 除了 
一 二 的 平 几 情 内 之 外 ,即使 对 于 7=2, 迄今 为 目 , SFE 

rin, g) = Rn, gD 
PRERE URA PAJLA, iy Ramsey rip, 的 有 
W pP REA, 
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a 2 3 4 s | e | 7 
rp, D) 
2 E 4 5 | 6 1 
3 3 9 18 23 
4 | 4 18 | 


$ 2 Ramsey 定理 的 推广 和 应 用 


Ramsey 定理 还 可 凡 进 一 步 扒 广 ， 其 "推广 ”的 证 明 出 起 
它 本 章 的 证 明 来 都 要 容易 得 多 。 推广 后 的 定理 可 叙 还 WD F; 
EILE K pi, pa, co m 及 7 满足 条 件 
PT, Pe, PT, 
UTTE AARRE EER R— Rp t Dn 
r), WIRE 电 个 元 素 的 集合 仿 的 一 切 了 元 子 集 所 成 子 集 族 
ETE AER 
POS = o d- 0a d- ta 
说 来 , S h EE p Poo (oi, Rt r ú T BAUR 
T a GBERA 3, 有 这 样 的 p 个 元 , HUE y 元 子 集 部 在 族 
a; m). 
这 个 定理 出 去 用 归纳 法 证 明 ， 对 ?14, 易 风 
RP Pa "=, Pa Dopit pa 二 二 1, 
Xpt—d Wd; R n r) p. Xpt—2, CD Da;2) 的 存 
在 性 由 Ramsey 定理 已 得 证 ， 干 而 我 们 就 上 3 的 依 形 划 以 
分 析 . 
| 全 号 的 了 元 了 于 集 族 工作 任意 的 过 部 分 分 解 .六 人) 一 
gyte iea BUS IUE F =a 8, HB B= dos, TES 
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的 元 素 个 数 为 
N-R(p, ROps, pa r)ir) 
Bj, Hp Ramsey nik X (1—2 的 情形 ) 得 知 避 中 至 少 会 有 
入 个 元 ， 其 一 切 了 7 元 子 集 属于 邮 族 ; 或 着 8 中 至 少 会 有 
ni— Rpa pa DDI, B-U r zu F RGNUSCD 8 BE (Bi ni 
元 的 全 体 他 元 子 集 作 成 及 族 的 一 个 子 族 ?CB， 从 而 有 相 
RE HUM f y =a ton, Ab oS — y D os, oS — Y Yos. PRSE Dh 
后 一 种 捕 形 而 言 , mz 个 元 中 将 有 n 个 元 使 其 一 切 了 元 子 集 属 
于 oCo( 或 者 4 一 2, 或 者 i~3). 这 就 证 明了 所 述 的 挫 广 对 
i 一 8 的 情形 确实 成 立 ,并且 由 此 扒 知 
Rip, pa, pa DER p, Rpa pa rir). 

ERRETA GAAP EIER S) 6 RAEE 
TEJE, BOR 2638 RE. 

作为 Ramsey 定理 的 应 用 ， 了 Hrdag 和 Szekores H F 3 
本 不 等 式 和 Rp, q 1) —-p--q—1 BUT PR SE Scd H. DORT 
Ramsey 2k rim, n) = BG, n 20 B ERO HE RT. 

fi 对 于 rtm, DER 

7m -n—2 
r(m, <( m-i ) 
uEBISAZUBAXGEHGSHE. Fun aan gr FE 
rim, 23) =+ (2, m) -n-( mri-i ) 
2—1 

显然 成 立 ， 今 假定 对 于 ?tm--l MAr, n— D S5 SX, 
立 , 则 利用 基本 不 等 式 

Rip d ys R p-1, qr), Rip, gm) rl) 

i1 

TEH BE pm, q =n, r-2 R 
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rim, nm)« R(r (m — i, n), r(m, n—1); 1) 4-1 
=rim— L, nm)TT(m,n—i)—1-4i 
J-—14—2 Ty» n—1-2 
Cus JH ) 
m-Ha—2 
-( me—iİ ) 
由 此 完成 妇 纳 证 明 . 

P) 2 (ErdósSzekeres) 有 这 桩 一 个 有 趣 命 题 ; 假设 整数 
mw 这 3, 则 存在 一 个 整数 nm, 在 1 宇和 了 时, 263618 II m T Px 
无 8 点 其 线 ， 那 么 总 有 茶 m 点 可 连 成 一 个 是 m 边 多 边 形 
(BR Nam). 

为 证 明 上 述 命题 , 先 证 两 条 引 理 ， 

spH1 落 平面 内 号 点 没有 8 点 共 线 ， 刚 其 中 必 有 某 4 
点 是 一 凸 生 边 形 的 4 个 顶点 . 

把 5 点 阐 都 连 上 线 , 则 此 10 2822 I5 BE) 35 —3g dé — i rà 
E. 若是 生 边 形 或 5 边 形 ， 则 引 理 已 经 成 立 ， 著 是 三 角 
E, 则 必 有 西点 位 寺 三 角形 内 。 由 于 没有 8 点 共 线 , 所 以 三 角 
JE RU 9 项 成 攻 然 位 于 此 两 点 所 过 成 的 直线 的 两 贷 ， 这 样 只 要 
把 同 一 侧 的 两 点 同 三 角形 内 前 两 点 丰 连 即 可 得 到 一 个 上 四 忒 边 
X. 

引 理 & 车 平面 内 的 m 个 点 ,其 中 任何 8 PCR 3CZR, B. 
以 此 m 点 的 所 有 条 虚 子 集 作 顶点 的 四 边 形 莉 是 凸 4 XOÉ, RJ 
此 m ERE m 边 形 的 m 4T. 


将 m 点 彼此 相连 共 得 ( ) mo — D 2 条 直线 , RE 


其 外 周 组 成 一 个 9 BEGE uE, RMAN Vu Va, =, Va, 
若 m 点 中 有 一 把 泣 在 上 述 凸 边 形 内 ， 则 它 必 然 落 在 


一 1T9 一 


m 一 工 


AFF Fa, AFF Fa, un" AVAF. a-ak q ag E. EM z 但 这 
料 就 要 出 现 一 个 四 4 E, Mags q 边 形 之 内 实 不 可 能 再 有 
m 点 中 的 任何 点 , 也 则 qum, | 

现在 我 们 来 证 明 例 2 中 的 命题 ， 于 ow 3 的 情形 命题 最 
AUN. BE mA, 

为 应 用 Ramsey 定理 ,我们 令 

nN = RS, mA. 

X Xx eoo E S i4 so 38 BE (BA 点子 集 " 作 成 的 
族 ) 不 是 象 以 前 用 颜色 来 区 分 , 而 是 按照 它们 所 构成 的 4 边 形 
是 止 的 还 是 凸 的 来 划分 为 了 贾 个 子 族 . AE Ramsey E EI 
言 ， 或 者 至 少 有 某所 个 点 其 一 切 翁 点子 集 " 组 成 的 生 边 形 全 
EMH; 或 者 至 少 有 m 点 其 一 切 “4 点 于 集 ” 组 成 的 4 边 形 全 
是 本 的 ， 由 引 理 1 知 前 者 绾 不 可 能 ; H LER 2 知 后 者 所 说 的 
ve 点 必然 组 成 一 凸 m 进 形 .命题 证 毕 . 

通过 例 3， 已 经 使 我 们 疯 知 Ranisey 定理 对 图 论 问题 研 
究 中 应 用 之 一 端 , 这 于 它 存 近代 图 论 中 的 其 它 种 种 应 用 , 则 超 
出 本 书 讨论 范围 , 有 兴趣 的 读者 可 自行 查 交 有 关 图 论 的 专著 . 


$3 Dilworth 定理 


假定 Pei, DATS FREG 的 在 限 半 序 集 ， E S 
中 两 两 不 可 比 的 元 素 所 组 成 的 子 集 称 为 "不 可 比 集 ”， 包 会 元 
REWERA ERRA EAKR EE”. 以 3 hiik K As BJ 
Idioma 3. 

BER P PJ t SANE ZR Bg 38 C5, C5, 5, C, 使 得 

| Ù C,» 8, 
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Bg (O, Ca ^, OD 组 成 了 的 一 个 二 分 解 , 或 称 卫 为 
C4, Ua ee, Ci HAIL IREE 
了 -oO 二 

使 得 王 能 存在 emm cidem. wn IRE H SEP 
分 解 成 链 的 和 时 所 必须 用 的 最 少 链 数 ， 

JE E E PARKEDE, «T P Wu t ff i3 
E, Epi M cob ORTA EH Bu s JU 68, T FE 
须 有 UM , JAWI mv» M, 

上 反问 的 不 等 式 Z9m 远 非 显然 
Dilworth 所 建立 , RRETHE. 

Dilworth 定理 ”在 将 半 序 集 了 分解 成 不 丰 交 链 ( 相 交 
亦 可 ) 的 并 寺 , 记 需 用 的 链 的 最 少 个 数 m 就 等 于 卫 的 最 大 不 
可 比 集 中 记念 元 素 的 个 数 M. 

Dilworth 定理 的 内 容 很 深刻 ， 但 他 原来 的 证 明 过 于 复 
Ze, 这 里 给 出 的 是 经 过 简化 后 的 证 朋 。 在 证 明之 前 先 来 作 些 
r9, RE Bien, 0, 0 CS J P 的 任 一 最 大 不 丁 比 
集 , 则 对 任何 a€5 — E, e 必须 至 少 与 吾 中 之 一 元 可 比 《 和 否则 
EUo HER AA MY RARE, dns M BJ E X 
HFE EDEN] AL 6€ E, ecce, WX E P Bu o; ty 
JB EXE B] e 不 可比, 或 者 三 6@， 对 此 情形 ,我 们 记 作 ed. 
业 似 地 定义 ez E (BJ e T] E rh eut ü e; Spe RE IG, 则 必须 有 
ee, HEPER i eG E, diu e ae). ig 

T = teie S 1, eE}, 
h" = jeje SE, et. 

ALFAA AA Fi S, h S eA REDO BI 
组 成 的 集 澡 必定 是 不 可 比 集 ， 但 一 般 讲 米 不 一 定 是 最 大 不 可 
HR. MERT O 有 某 个 使 得 六 = 由 的 最 大 不 可 比 集 E, MI 
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E WEAS cC OPE d d Fuga, d B” = p, m ES 
EW 8 epp. XETEBDULEGE T (R1 五 一 中 
或 如 一 四 Bg XU nr EG i BJ fe — FE C AR FEE I 18) . 

36 4E WR DOSE S PARKTA |S) HHA E s E 
Dilworth E 3li fr] uE BH, 

证 明 4|S;—1i3€ 284j,5:30 SR AE S. MERENI 
TEX n, XE [9| «n fig) f P= iS, GERERE, WE 
HAREL) =n RTE P= IS, CY BRITT, ADIP DTP 
JE; 

TEJE 1^. WOES PRAG URRE,E'"N UK 
Aui FE. $ Es E E, B= E” U E, H| Es, Es 的 元 素 
Apc, ERRAT B E Es PJ FTE M. W Bf E 
为 B, Bye kit ala) Bp X dE E, Bj 4 kO R K Y. 对 但 个 
aC E, e 必 定 是 E, 的 M-o Wk rh R Ak AJ SUP 2 W I) Bg OC 
Ea 的 型 ~- 分解 中 革 链 的 最 天 元 ， 将 如 时 的 二 链 合 而 为 一 ， 我 
们 当然 辟 得 到 三 的 一 全 M-ari 

情形 2 MEFFRE P RATRE 1, WREN P H 
Fa ARRE ER EE E= b RA E” [=o J; Bj P 
晤 多 有 两 个 不 向 的 最 大 不 可 比 集 (8 BS kR K OG BJ SE Ar Til 
总 的 全 体 航 小 元 的 集 人 台 )》. 如 果 也 只 有 一 个 最 天 不 可 毕 集 
E, M E HERI e, 则 8 一 上 是 一 个 元 素 个 数 为 %% 一 工 各 
ECKORBIGIRSSSLGR EUM M — I pak. SOHO BE, 
tn 4g M—iATABIHIEBPMEEEOE, BENE EB e 单个 元 素 
BOH IR JS Py y P 的 一 个 型- 分解. WR PENER 
TH I E, Ey Hob B= E; = ó, {ER oC EA, WA E 
^ ex € Es, (815 esL ei. 26:8 $ @ S — les, e$, € BJ Fü S + 
数 小 于 全 .最 天 不 可 比 集 的 元 索 个 数 等 于 到 一 二 BERTA 
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解 为 M —1 个 不 初 交 链 的 并 ， 再 加 上 链 (eleg SEXT P 
的 型- 分 解 ， 证 毕 ， 

最 后 . 举 一 简单 例子 以 玫 明 Dilwort 定 更 的 应 及 . 

Bj 试 证 明 在 on 十 主 只 实验 用 的 荷兰 猪 中 ， 要 人 么 至 少 
A mtl 只 是 代 代 相传 的 , 要么 就 有 ni FUEOUG URSUS 
系 的 {其 中 假定 m1, n1. 

为 证 明 这 个 命题 ， rum EFREN “RR” 
HERE”, TEARS E PJ R, Y — UAE mnrl4 
元 未 的 半 序 集 ， 现 在 我 们 来 证 明 , 如 果 不 是 存在 至 少 包含 
md 二 个 元 的 链 ,那么 就 至 少 会 有 nn 十 1 个 元 蚌 不 可 比 的 ， 

假如 链 的 长 度 ( 即 链 所 食 元 素 个 数 ) 最 大 是 只， 则 因为 


ne mri nnd, Beb2EBEdE3S panay 83 n--1 2 88 09 


Xn, HIRED ELE H AN ati. Ei 4R HE Dilworth 
定理 ,最 太 不 可 比 集中 所 包含 的 元 素 个 数 MIend. XX3R Xe 
HW, RA nti 蝇 荷 兰 猜 彼此 无 亲 绿 关系 . 

当然 , 也 可 以 从 另 一 方面 来 考虑 这 问题 ， 假如 不 可 比 集 
的 元 素 景 多 只 有 n ^, Hd Dilworth EM, mn--1 个 元 素 的 
六 序 集 可 分 解 为 至 多 4 条 的 链 , EA, TTE > m, 可见 必 

一 条 链 的 长 度 至 少 是 mri. 

Dibworth 冠 理 对 分 析 研 究 组 合 数学 中 的 一 些 极 值 问题 
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